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JAMVIKTSANALYS, AKTIVITETS-
ANALYS OCH INPUT-OUTPUT

Av BENGT HOGLUND

I denna uppsats goéres en jaimforelse mellan neoklassisk jamvikts-
analys, aktivitetsanalys och input-output-analys. Avsikten ir att belysa
négra av relationerna mellan de tre typerna av ekonomisk teori. Utgéngs-
punkten &r de produktionstekniska problemens behandling, siledes hur
relationen mellan utnyttjade produktionsfaktorer och uppnédda pro-
duktionsresultat anges i de tre fallen. Denna fraga leder i sin tur in p&
forhallandet mellan jamviktsldgen och optimalligen. Endast formella
egenskaper hos teorierna diskuteras och fragan om derasrealism limnas
utanfér, dven om vid nigot tillfille problem om empirisk anknytning
beréres.1

Foljande beteckningar anvindes:

p; = pris pa vara i

v, = pris pa priméarfaktor k

d; = slutlig efterfragan (final demand) pa vara i
y;, = slutprodukt av vara i

z; = total anvidndning av primairfaktor k

r, = utbud av primirfaktor k

X, = total produktion av vara i

A; = aktivitetsniva inom process j

&
I

anvindning av vara i inom sektor (process) j
7y = anvandning av primirfaktor k inom sektor (process) j

Il

nettooutput av vara i inom process j vid aktivitetsniva 1
anvéindning av faktor k inom process j vid aktivitetsniva 1 (sektor j
vid totalproduktion 1)

a; = anvindning av vara i inom sektor (process) j vid totalproduktion
(aktivitetsniva) 1

[« 7]

Sa
3
I

1 Bland litteraturen m4 sarskilt framhallas Robert Dorfman, Paul A. Samuelson and
Robert M. Solow, Linear Programming and Economic Analysis, New York 1958, vartill
denna uppsats har flera anknytningar.
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¢, = anvidndning (total) av primérfaktor k vid framstillning av 1 enhet
av vara i

n st. varor

m st. processer

! st. primirfaktorer

I. Walras’ jimviktssystem

Walras’ system ar fortfarande aktuellt som ett exempel pé jimvikts-
analys. Utgangspunkten for detta system ar en samling individer, en
samling produktionsfaktorer och ett produktionssystem inom vilket fak-
torerna transformeras till varor. Varje vara och faktor antages ha en
viss nytta foér var och en av individerna, vilket formuleras i nyttofunk-
tioner, och individerna antages maximera denna nytta. Om nyttofunk-
tionerna ir givna kan individernas utbud och efterfrigan uttryckas som
funktioner av samtliga priser. Genom sammanliggning fér samtliga indi-
vider erhéilles efterfrigan och utbud fér varje vara och faktor som
funktioner av samtliga priser.

=D (Pv Pa - - 'Pns U3, Ugy .+« l)l)
d2"‘D2(Pl’ Pﬂ’ oo Pn, U]_, vz, PR v,) (1)

d,,=D,,(p1, Pas Py Uy Ugy o .. 1))

ri=Ri(py, ps - - Pns Uy, Uy, e v)
rz“Rﬂ(Plr PZ! e Pm Uy, Uy, e vl) (2)

...............

R; (P1sPas -+ - Prs U3, Uy, .. 1)

System (1) anger efterfrigan pa varor? och system (2) utbudet av faktorer.
Om nu produktionen av varor antages vara lika med efterfrigan, sa
giller for jamvikt pad faktorsmarknaden

011d1+cmd2+"'+clnd “‘I'l
Cmd1+cmd2+ “tCgmdy=1y 3)

Cnd1+ctzdn+ ‘e dy=r

! Nér vi hir och i fortsittningen talar om efterfragan och utbud fér varor avses slut-
lig efterfrigan respektive utbud av slutprodukter. Med varumarknaden avses pa samma
siitt marknaden fér slutprodukter.
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Detta system relaterar saledes till bdde varu- och faktorsmarknaden.
Slutligen giller foér jamvikt att en varas pris dr lika med kostnaden
for dess framstillning

U+ Cy Uzt +CuU=py
Cip Uy +CuUs+ +- + Ca Uy =Py - 4)
Cia Uy +Con Vgt ++ +Crn Uy =Py

De fyra systemen innehéller sammanlagt 2 n+21 ekvationer och lika
ménga variabler. Emellertid ir ekvationerna inte oberoende av varandra.
Om raderna i (3) successivt multipliceras med v, v,, . .. v; ochraderna i
(4) successivt multipliceras med d,, d,, ... d,, och systemen direfter
adderas var for sig, s erhalles

P1di+padyt -+ pady =01+ 0T+ -+ 0Ty 4)

Om t.ex. priserna dr givna och efterfragan och utbud kinda fér
n+1—1 varor och faktorer, sa ir efterfragan eller utbudet fér den reste-
rande varan eller faktorn ocksd kint. Man har siledes inte mer 4n
2n+21—1 oberoende ekvationer, vilket medfér det bekanta forhallan-
det att systemen (1)—(4) ej ger absoluta priser, endast relativa.l
Utmirkande for de givna produktionsfaktorerna &r att de ej produ-
ceras inom systemet. For att framhalla detta kallar vi dem primérfaktorer.
Koefficienterna c,; anger den totala méingd av en primarfaktor k som
anvindes vid produktion av en enhet av vara i. Ett problem uppstar
emellertid om produktionen av en vara fordrar insatser inte bara av
primiérfaktorer utan éven av ravaror och halvfabrikat som sjilva ir
producerade inom systemet. Da produktionen av dessa senare i sin tur
fordrar insatser av primirfaktorer och sannolikt ocksa av producerade
révaror och halvfabrikat, vilka i sin tur fordrar insatser av samma typer
osv., uppstér via dessa typer av produktionsinsatser en indirekt anvind-
ning av primérfaktorer. Koefficienterna ¢, skall avse den totala anvind-
ningen, siledes bidde den som sker direkt och indirckt. Walras anger
hur detta problem i princip kan 16sas genom en successiv »tillbaka-
rikning» via utnyttjade ravaror och halvfabrikat tills man slutligen er-
! Léon Walras, Elements of Pure Econemics, or the Theory of Social Wealth, Trans-

lated by William Jaffé, Norvich 1954, spec. sid. 237-242. Framstillningen foljer inte
originalet i detalj, bl. a. &r beteckningarna anpassade till den hir avsedda anvidndningen.
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haller uppgift om den totala forbrukningen av primirfaktorer, ett tillviga-
gangssitt som genom det hastigt vixande antalet nédvindiga rikne-
operationer kan villa stora praktiska svérigheter.

En annan komplikation betriffande produktionskoefficienterna intraf-
far om man sldpper antagandet att de ar givna i systemet. Walras sjilv
betraktar detta antagande som ett provisorium vars frimsta uppgift ir
att forenkla framstillningen. Senare skisserar han hur systemet kan
byggas ut genom att lata produktionskoefficienterna bestimmas genom
ett optimeringsférfarande analogt med det som anvindes fér att hirleda
individernas efterfrigan och utbud. I friga om produktionsfaktorerna
antages foretagarna minimera produktionskostnaden och anvindningen
av faktorerna bestims av relationer som uttrycker villkor fér detta.
Olika sammansittningar och omfattningar av produktionen leder da i
allmiinhet till olika kombinationer av primirfaktorer och koefficienterna
¢y kan inte lingre betraktas som givna.?

II. Ett generellare jimviktssystem

Ett sétt att nirma sig problemet om vilka mingder av produktions-
faktorer som anviindes foér en viss produktion #r att mera specifikt
ange vilka insatser av ravaror, halvfabrikat och primirfaktorer pro-
duktionen fordrar.

Vi antar som tidigare att det finns n st. varor som tillverkas inom
produktionssystemet och [ st. primirfaktorer som tillférs systemet ut-
ifrdn. For varorna antas att de dels kan anviindas som produktions-
insatser inom systemet, dels kan levereras ut ur systemet i form av
slutprodukter. Produktionssystemet antages vara sammansatt av en
samling elementéra produktionsprocesser. En sidan process motsvarar
allmint uttryckt ett siitt att framstilla en vara eller en kombination av
varor. Den karakteriscras med hjélp av den relation som giller mellan
tillverkning och férbrukning av varor och primirfaktorer, si att varje
sddan relation konstituerar en bestimd produktionsprocess.

Med aktivitetsnivd for en process avses den omfattning i vilken pro-
cessen anvindes. Vid en given aktivitetsniva fér en process framkommer

1 Walras a. a. sid. 241.
2 Walras a. a. sid. 240 och 383 o. ff.
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en viss nettoproduktion respektive nettoanvindning av varje vara och
faktor. Dessa nettovirden anges med ett tal fér varje vara och faktor.
Vi viljer en godtycklig nivd som enhetsnivd och tecknar den med

vektorn

o5

Oos
an]

AD — (6)

- bU

— by

—_ bu -t
Ett positivt element anger att varan ir en nettooutput inom processen,
ett negativt element att varan eller faktorn &r en nettoinput inom pro-
cessen. Ett element med virdet noll anger att varan eller faktorn inte
berérs av processen. Elementen «,; antages kunna vara positiva, nega-
tiva eller noll, elementen b, endast non-negativa. De senare avser si-
ledes primairfaktorer.

For varje process antages gilla proportionalitet mellan input och
output. En given aktivitetsniva kan da uttryckas genom att vektorn A
multipliceras med en faktor 1, Denna antages kunna ha alla non-nega-
tiva vérden.

Processerna antages vidare vara additiva, innebédrande att produk-
tionsstrukturen inom en process ér oberoende av aktivitetsnividerna inom
6vriga processer. Om man alltsa utnyttjar tva eller flera processer sam-
tidigt, s4 kommer totala resultatet f6r en vara eller faktor att bli lika med
summan av output respektive input inom de enskilda processerna. For-
mellt kan detta uttryckas s, att fér tva givna processer i och j, repre-
senterade av vektorerna A® och A?, existerar det en tredje process som
kan representeras genom en (positiv) linear kombination av A® och AY.

Omviéndningen till detta giller inte. Vi antar i stillet att det finns
m st. processer som inte kan representeras genom (positiva) lineira
kombinationer av vektorerna foér Gvriga processer inom systemet. Hela
produktionssystemet kan d& representeras av m st. vektorer 49.

Med dessa antaganden kan resultatet av en given anvindning av hela
produktionssystemet uttryckas genom multiplikation av varje vektor A%
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med J; och efterféljande addering. For varje vara ger detta slutpro-
dukten, dvs. den méngd av totala produkten som &terstir efter avdrag
for vad som anvints som insatser inom systemet, och fér varje primir-
faktor den totalt anvinda mingden. Man fir fér varor

ok tapdst - Foumdn =y
%11+dm34+"'+¢am1m=yz (7)

................

anlll','anz}q"' e +anmlm =yn
och for primirfaktorer

bub+bupls+ - +bimdn=2
budi+bglyt - +bimAn=1 8)
bub+bpdy+ - +bimdn=2
System (7) anger utbudet av varor och system (8) efterfrigan pa pri-
mérfaktorer vid givna aktivitetsnivier. Tillsammans karakteriserar sys-
temen de produktionstekniska sambanden, och vi kan dirfér siga att de
utgdér en produktionsmodell.1
Vi utnyttjar nu denna produktionsmodell i ett jaimviktssystem, vilket
ar mer generellt &n det ursprungliga Walras-systemet och som vi dirfor i

fortsittningen kallar det generella systemet. Efterfragan pa varor ir en
funktion av samtliga priser

&, =Dy(py, Pas - - - Py U3y Vgy - . - D)
&=Dy(Pys Pas - - - Py Uy Vgy - .. D) (1)
dy=D,(py, Pa - - - Pns Uy, Vg, - . . D))

Villkor for jimvikt pAd varumarknaden #r att efterfragan dr lika med
utbud fér varje vara

a1111+aml,+ e +¢1mlm=d1
g Ay oAy + - +otgm Amn=d

................

an111+ana}-2+ ot am Am=d,

(9)

! For en systematisk behandling av en linedr produktionsmodell av denna typ hin-

visas till Tjalling C. Koopmans, Three Essays on the State of Economic Science, New
York 1957, speciellt sid. 66 o. ff.
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Utbudet av primérfaktorer &r en funktion av samtliga priser

ry=Ri(P1s Pas - - - Prs U1y Vg, - - . U)
rg=Ry(Py, Pas « - - P> V1, Vg, - - - U) (2)

...............

=R (P, Pas .- Pos Vs Vg ... D)

Villkor for jimvikt pa faktorsmarknaden ir att efterfragan ar lika med
utbud for varje faktor

budi+bugds+ - +bypdn=r,
bydi+buls+ - +bgmdn=r, (10)

................

by +bigdg+ - +bimdn=r,

En jimforelse med det ursprungliga systemet visar att (1) och (2)
forekommer i bada fallen. Déremot har (3), som innehiller relationen
mellan produktion av en viss mingd varor och férbrukningen av pri-
mirfaktorer, splittrats upp pa de tva systemen (9) och (10). Det férra
innehaller relationen mellan aktivitetsnivier och produktionen av varor,
det senare relationen mellan aktivitetsnivder och férbrukningen av pri-
mirfaktorer. Genom att aktivitetsnivierna kommit in som ett mellanled
mellan vara och primirfaktor kidnner vi nu inte direkt storleken pa
koefficienterna c,;,. Vi kan dérfor inte anvinda system (4), som stipu-
lerade att priset pa en vara skall vara lika med kostnaden for de pri-
mirfaktorer som &tgér for varans framstillning. Men vi kan sétta upp
ett liknande system, som for varje process anger att virdet av produk-
tionen skall vara lika med dess kostnad

oupPy tanpPs + o+ anPa =byy +byvy + - +byy,
ampl +ampg + .- +a,.3p,. =bmvl +bnl)2 +---+b,2v, (11)

............................

¢1mP1+¢sz2+ o +anmpn=b1m U1+b2m v2+ ot +blm U

Vi har nu i allt 2n+2!+m st. ekvationer i lika minga variabler
(nst. p, nst. d, st v, [ st. r,, m st. 3)). Emellertid giiller dven hir att
- ekvationerna ej ir oberoende av varandra. Om raderna i (9) successivt
multipliceras med p;, p,, - . . p», och raderna i (11) successivt multipli-
ceras med A;, 4;, ... A, och addering direfter sker, si erhilles
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Pidi+padyt -+ pada= 01 (bydi+bylat - +bimin) (12)

..............

+ Uz(bu).l +b12l;+ +b1mﬂ.m)

eller, enligt (10),

P1di+pydy+ -+ pady =01+ Uy + - 0L )

som ocksd hirleddes ur det ursprungliga jimviktssystemet och har
samma innebdord som dér.

ITI. Tva optimeringsprogram

Detta nya system kommer nu att anvéndas till en jimférelse mellan
jamviktsanalys och aktivitetsanalys i form av linedr programmering.
Linedr programmering dr en metod for maximering eller minimering
av en linedr funktion av en samling variabler under forutsittning att
variablerna uppfyller vissa linedra sidovillkor, vanligen uttryckta i
form av olikheter. Typiska problem for sidana program ir att med
minsta kostnad uppna ett visst mal eller att pa bista sitt utnyttja en
given mingd resurser.

I varje sddant program ingar saledes en funktion som skall mini-
meras eller maximeras. Den kallas hir madlfunktion (objective func-
tion). Vidare sédger vi att virden pa variablerna som tillfredsstaller
sidovillkoren utgor en mdjlig 16sning (feasable solution) till program-
met. Om de dessutom tillfredsstiller mélfunktionen utgor de en opti-
mal 16sning (optimal solution).

Till varje linedrt optimeringsprogram kan uppstillas ett dualt pro-
gram, vilket erhélles frin det ursprungliga genom féljande operationer.
a) En ny variabel inféres for varje sidovillkor i det ursprungliga pro-

grammet.

b) Som koefficientmatris i sidovillkoren anvindes den transponerade
koefficientmatrisen i det ursprungliga programmet.

¢) Som restriktioner i sidovillkoren anvindes koefficienterna i det
ursprungliga programmets méalfunktion.

d) Som koefficienter i den nya malfunktionen anvindes restriktionerna

i det ursprungliga programmets sidovillkor.
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e) Malfunktionen dndras fran min till max eller vice versa.

f) Riktningen for olikhetstecknen i sidovillkoren indras, med undan-
tag for villkoret om non-negativa variabler.

Relationen dual idr symmetrisk, si att tvd program mellan vilka ovan

angivna relationer giller dr duala till varandra.

For tvad duala program giller bl. a. féljande.

1. Om det existerar mgjliga l16sningar till bida programmen, sa exi-
sterar det optimala losningar till béda.

2. Om det existerar en optimal 16sning till det ena programmet, si
existerar det en optimal 16sning till det andra.

3. Om P ir virdet p4 malfunktionen fér maximeringsprogrammet och
Q virdet pd malfunktionen for minimeringsprogrammet, si giller
P<Q.

4. Om bada programmen har optimala 16sningar, si ger dessa lika
virden pa maélfunktionerna.l

Vi kommer att i fortsattningen utnyttja dessa egenskaper och referera

till dem som punkt 1, 2, 3 och 4.

Med hjilp av de termer som utnyttjats i det generella jamvikts-
systemet kommer vi nu att formulera tva linedra optimeringsprogram
och deras duala program samt férséka uttrycka villkoren fér optimala
losningar i jamviktssystemets termer. Som férsta problem viljer vi
framstillning av en given mingd slutprodukter till minsta méjliga
kostnad. Lat den givna mingden slutprodukter vara d,, d,,...d,.
Kostnaden for en given aktivitetsniva utgéres av virdet av de primir-
faktorer som anvindes. Ett uttryck hérfér erhilles genom att multi-
plicera raderna i (8) med faktorspriserna v,, v,, ... v, och addera 6ver
de olika faktorerna. Problemet att vilja den aktivitetsniva for vilken
de givna miingderna slutprodukter framstilles till minsta méjliga kost-
nad kan nu formuleras pi féljande sitt

(buvi+ by va+ -+ by ) 14
+ (b1 V1 + boay+ - + bis 1) A2

...............

+(blm U+ me U+ "'+blm vl)lm'—_min (13)

1 Jfr t.ex. Dorfman, Samuelson and Solow a. a. Kap. 3 och 4, spec. sid. 39-41 och
100-104.



JAMVIKTSANALYS, AKTIVITETSANALYS OCH INPUT-OUTPUT 91

oy Ay Fareds + oo+ tamAnm >d,
otg1 A1 + oz Ag + oo + dtom Am >d, (ga)

anlll +an212+ b +anmlm 2 dn
}»1) l2p"'}»m _>_0 (14)

Givna ir d; och v,. Detta program kallas program I.

Vi stiller nu upp det duala programmet och later faktorspriserna
v, vara de nya variablerna. Det visar sig di att en modifierad form
av system (11) erhalles som sidovillkor.

dipy+dyps+ -+ + dy pp =max (15)

11 Pr + o Py + o Fan Pr Sby vy +ba vy + o + by
aizP1 +aeaPe + o 4 dtnzPn SbipUy +bep Vg + - + by (11a)

.............................

OimP1+ 0gm P2+ -+ +“nmpn5blm vl+b2m U+ .- +blm 2]
Pl’PZ:"'pn 20 (12)

Har ar fortfarande d; och v, givna. I ord séger detta program att de
givha mingderna av varor skall tilldelas non-negativa priser si att
sammanlagda virdet av dem blir sa stort som mgjligt utan att ndgon
process lamnar overskott.

Antag nu att 1, 1,, ... 1, ger en optimal lésning till program 1. En-
ligt punkt 2 sidan 90 existerar det da en optimal 16sning till det duala
programmet. Antag att den intriffar fér virdena p,, 7, ... p,. Enligt
punkt 4 giller

(buvy +bgve + -+ b)) Ay
+(b121)1 +bogy + - + b)) Ay

..............

+(b1,,, U1+ bem Vet -+ bin0) In=d pr+ e Po+ - +d P (17)
Vidare giller sidovillkoren till bida programmen

dnzl‘l'dlzzz'l' +oz1,,,1,,,2d1
az2111+a222'2+ oot Ot Am = dp

(92%)
a7;111+an212+ b +a,.m1,,. Zdn

auPrtanPs + o+ on1Pn by +bgvp +---+ by,
a12p1+a22pz + - +a,.zp,. Sb,gvl +bgzvz + - +bxgl)1 (lla,)

...........................

O1m P1+ dom P2+ ++- +anmpnsblm v1+b2ml’2+ o +b1m Uy
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Multiplicera raderna i (9a’) successivt med 7,, p,, . . . P, addera de n
olikheterna, skriv om vinstra sidan samt kombinera det erhillna ut-
trycket med (17)

(a1P1 + oo + -+ + on1 Pn) 1 = (buvy +boyve + - +byv) iy (18)
+ (0612 Pt +oeePe + -+ on2Pn) A2 + (bl2 v + bzz Uy + o+ big Ut) X

+(a1mp1+a2mp2+ +anmpn))bm +(b1m v1+b2m Uy + .- +blm vl)]-m

Jaimfor detta uttryck med (11a’). For ait bade (18) och (11a’) skall
gilla maste antingen likhetstecken gilla i varje rad i (11a’) eller
maste motsvarande J; i (18) vara noll. Om siledes kostnaderna fér
framstéllning av en given slutprodukt minimeras och motsvarande
duala program har optimal 16sning, si #r intikter lika med kost-
nader for varje anvind process.

Multiplicera nu raderna i (11a’) successivt med 1, 1, . .. Z,, addera
de m olikheterna, skriv om vénstra sidan samt kombinera med (17)

(1 s+ ez de+ - + 0am Am) P
+ (o1 A1+ aze Ao+ -+ + ttom An) Do

(oAt e det o FonmAn) I <P+ Pt +dyPn  (19)

Jamfér detta uttryck med (9a’). Foér att bade (19) och (9a’) skall
gilla maste antingen likhetstecken gilla i varje rad i (92") eller maste
motsvarande 7, 1 (19) vara noll. Detta kan i termer som ansluter till
jimviktssystemet uttryckas sid: Om kostnaderna fér framstillning av
en given mingd varor minimeras och motsvarande duala program
har optimal 18sning, s dr utbud lika med efterfrigan for varje icke-
fri vara. Dirvid har utbud antagits vara lika med framstillning.

Vi har nu visat att nédvindiga villkor for att kostnadsminimerings-
programmet och dess duala program skall ha optimala l16sningar ir
att utbud, i betydelsen framstillning, ar lika med efterfrigan fér varje
icke-fri vara och att intikter ir lika med kostnader for varje anvind
process. Vi skall nu underséka om dessa villkor ocksa ir tillrickliga.
Detta sker i tva etapper. Forst diskuteras ett speciellt fall och dérefter
gors erforderliga modifikationer i detta. Antag att 7, Z,, ... 1, och 3,
Pa» - - - Pn 4T non-negativa virden pi variablerna som satisfierar sido-
villkoren till de bida programmen med likhetstecken 6verallt si att
vi har
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win Ay Faipde + o+ otimAn=d;
az1 Ay +agedy + 0 + dlom Am=dp (9)

anlil +an212 + .- +“nmzm= dn
1171 F A1 Do + o+ A1 P = b1y Uy + b0 + -+ + b0y
G121 +ooePo + 0+ Ang Pn = D120y + boay + -+ +bip 0y (117)

............................

Gim D1+ Oem Dot o + onmPn = O1m V1 + bom Vo + -+ + b1 1y

Genom successiv multiplicering av raderna i (9) med 7, P, ... Pa
och raderna i (11’) med 1, 4,, ... ,, addering av ekvationerna i de
tvd systemen var for sig samt sammanstillning av de tva erhallna
uttrycken far man
(buvy +bgyve + - +bpv) 1y
+ (D121 +bogvp + oo +bip ) I

...............

+(b1mv1+b2m U2+ b +b1m v1)1m=d1ﬁ1+d2ﬁ2+ tee +d”'1_)n (17)

Vinstra sidan ar malfunktionen i program I, hogra sidan ar mal-
funktionen i det duala programmet. For de givna variabelvirdena
kommer siledes de bidda malfunktionerna att vara lika. Av punkt 3
pa sidan 90 foljer att detta virde ar optimalt och att de givna vir-
dena pé variablerna ir optimala l6sningar till programmen.

Antag nu att fér en process, vilken som helst, intikter ir mindre
in kostnader och att processen ej anvindes, samt att for vriga pro-
cesser giller att intdkter ar lika med kostnader och for alla varor
produktion ir lika med efterfrigan. Formellt uttryckes detita genom
att olikhet (<) giller i en rad i (11a) och att motsvarande 7, ir noll
samt att likhet rader 6verallt eljest i sidovillkoren. Genom den succes-
siva multiplikationen av raderna i (11a) med 7, Z,, ... 1, kommer
just den rad som innehaller olikheten att multipliceras med noll, och
dirmed forsvinner effekten av olikheten si att man pi nytt erhaller
likheten (17) som implicerar optimala lésningar. Precis motsvarande
géller for fria varor och for kombinationer av fria varor och ej an-
vinda processer. Dirmed ar visat att de tidigare som nédvindiga
angivna villkoren ocksd &r tillrickliga. Vi kan alltsi skriva:

Tillrdckliga och nédvindiga villkor fér att kostnadsminimerings-
programmet och dess duala program skall ha optimala 16sningar
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ar att utbud (framstillning) dr lika med efterfragan for varje icke-
fri vara och att intikter dr lika med kostnader for varje anvind
process.

I det hittills diskuterade optimeringsprogrammet gillde det att fram-
stilla en given slutprodukt till minsta moéjliga kostnad. Vi tinker oss
nu i stillet ett fall dir en viss méngd primirfaktorer dr givna och
dir problemet ir att utnyttja dessa pa bista sitt. Kriteriet harpa an-
tages vara virdet av den slutprodukt som framstilles. Detta kan med
hjilp av termerna i det generella jimviktssystemet formuleras som
ett lineirt optimeringsprogram av féljande utseende

P11+t p2ys+ -+ + PnYn =max (20)
anditoede+ - Foumdn =1

i e 2
On1 A1+ ongde+ o + AnmAm=Yn

byudi+bide+ - +bipdn<ny
b21).1+b22,12+---+b2,,,}.,,.Sr2 (10a)
bull + b121.2+ et by An<r

A1 A2 Am =0 (14)
Y1, Yo +Yn =0 (21)

Givna ér p, och r,.

Héir uppstir problemet att malfunktionen (20) ir uttryckt i vari-
ablerna y, medan sidovillkoren &r uttryckta i variablerna A, Genom
(7) finns emellertid en relation mellan y, och 4, som kan anvindas
till att uttrycka y, i 4, Diremot kan den inte utan vidare anviindas
till att uttrycka A, i y, eftersom en viss slutprodukt i allméinhet mot-
svaras av mer in en aktivitetsniva, system (7) har i allménhet ingen
entydig 18sning. Vi formulerar dirfér programmet i variablerna 2, pa
foljande sitt och kallar det program II.

(@upr +az Pz + -+ +anPn)a
+ ('112P1 + azsz + -+ anzpn) lz

+ (alm PrtogmpPet - + ac,.,,.p,.) Am =max

(22)



JAMVIKTSANALYS, AKTIVITETSANALYS OCH INPUT-OUTPUT 95

byuAi+bigda+ - +bimdns<n
borAr+ beedo+ - +bem An <r (10a)

budi +bigds+ - +bimdn<n
My Azye - Am =0 14

Denna formulering dr dock inte ekvivalent med den tidigare och inte
anvindbar for ett maximeringsforfarande frin utgingspunkter som
motsvarar forutsittningarna for det generella jaimviktssystemet. Den
tar nimligen inte hinsyn till det tekniska beroendet mellan utnytt-
jandet av olika processer. Varje l16sning som ir mdjlig i den férra
formuleringen dr ocksd mgjlig i den senare men omvindningen giller
inte.

For att f4 Overensstimmelse med forutsittningarna i jaimviktssys-
temet miste man fordra att de enda tillskott som tillféres systemet
utifrdin 4r de med r, angivna primirfaktorerna. All férbrukning av
varor som kan vara féremal for produktion inom systemet maste
alltsd ocksé framstillas inom systemet under samma period som maxi-
meringen avser och ej tagas fran lager eller dylikt. Problemet fir sin
motsvarighet i det duala programmet som senare skall formuleras.
Dar dr problemet att tilldela primirfaktorerna non-negativa priser s&
att sammanlagda virdet av dem blir si litet som méjligt under forut-
sittning att for varje process kostnaderna ej ir mindre #n intikterna.
Om man tilliter andra bidrag utifran till systemet in de med r, be-
tecknade primirfaktorerna, t.ex. fran lager av varor som regelmissigt
tillverkas inom systemet, s méste dessa betraktas som en form av
primérfaktorer vilka i det duala programmet ocks4 skall tilldelas priser.

Formellt kan dessa svarigheter l6sas genom att till programmet foga
n st. sidovillkor som siger att slutprodukterna (uttryckta i 2,) skall
vara non-negativa och i det duala programmet inféra n st. nya vari-
abler. Detta skulle gora uttrycken mera svarhanterliga, och d& det
inte dr nédvindigt for de speciella problem vi vill belysa hir, nim-
ligen forhallandet mellan optimalliigen och jamviktsligen, avstar vi
dérifrdn. Vi gor i stillet den forutsittningen, att primirfaktorerna Iy
ir de enda bidrag systemet mottar utifrin och samtidigt de enda
faktorer som kan tilldelas priser i det duala programmet. Denna forut-
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sittning giller under hela den féljande diskussionen av program II
och dess duala program.

Vi bildar nu det duala programmet till program II och liter fak-
torspriserna v, vara nya variabler. Som sidovillkor upptriader da pa
nytt en modifierad form av system (11).

ryvy+ravp+ -+ + 1oy =min (23)

bivy 4+ by v + -+ + by U S Pr FazPe o+ Gn1 P
biaVy 4+ Doy + -+ + bia Uy Za1aP1 +ozePe + oo + &2 Py (11a)

blm vl+b2mv2+ R +blm Uy = oym P1+dem Pet -+ + &nm Pn
Uy, Ugy -0, >0 (24)

Fortfarande ar p; och r, givna. Som redan namnts siger detta pro-
gram att primirfaktorerna skall tilldelas non-negativa priser si att
sammanlagda virdet av dem blir sa litet som mdjligt under férut-
sittning att for varje process kostnaderna ej dr mindre #n intikterna.
Vi kan nu genomféra en diskussion av detta program som ir helt
analog med diskussionen av program I. Antag att 1, Z,, ... 1, utgoér
en optimal 16sning till program II. Enligt punkt 2 sidan 90 existerar det
did en optimal I6sning till det duala programmet. Antag att den in-
traffar for virdena o, 7, ... 7. Enligt punkt 4 sidan 90 giller da

(a1 Py +oo1Pe + -+ +&n1 Pn) ha
+ (12P1 + a2 P2 + -+ +anzPn) Ao

+(a1,,.p1+oz2mp2+ +an,,.p,,)l-,,,=1'1171+1'2172+ oY (25)

Vidare giller sidovillkoren fér bdda programmen

bidi+bide+ - +bipin<r

bor A1+ b o+ o+ + bom An <1y (10a")

bidi+bipds+ o + by An <1y
‘b11‘51 + by By + o+ + ¥ =Py + oo ps + - *+ a&n1Pa
bieBy +baa®a + - + bty >azapy +og2 P2 + - +0tnan (11a")

blmvl+b2mvz+ e +bzm012011mP1+0€2mP2+ e +anmpn
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Multiplicera raderna i (10a’) successivt med 4,, 4,, . . . ;, addera de
| olikheterna, skriv om vanstra sidan samt kombinera det erhillna
uttrycket med (25)

(buty +bofy + - +bud) i< (aupr +@aiPe + - + a1 Pr) Ay
+ (blz Dy +bgo®y + -0 + bzz ’51) Zz + (alzpl +age Py + o0 + ac,,zpn) lz (26)

.............................

+(blm51+b2m52+ +blm51)zm +(<leP1+0t2mP2+ +anmpn))~m

Jamfor detta uttryck med (11a”). Om bade (26) och (11a’) skall
gilla, s maste antingen likhetstecken gilla i varje rad i (11a”) eller
maste motsvarande 7, i (26) vara noll. Med andra ord: Om maxi-
meringsprogrammet och dess duala program har optimala losningar,
sd dr intdkter lika med kostnader for varje process som anvindes.

Multiplicera nu raderna i (11a’) successivt med 1,, 1,, . . . 1,, addera
de m olikheterna, skriv om vinstra sidan samt kombinera det erhillna
uttrycket med (25)

(budi+bgda+ - + by An) 1
+ (bzl Mi+bodet - +bop lm) Uy

+(b1111+b1212+ +blm)bm)vl 2Iy0 + b+ -+ 117 27

Jamfor detta uttryck med (10a’). For att bade (27) och (10a’) skall
gilla méaste antingen likhetstecken rada i varje rad i (10a") eller maste
motsvarande ¢, i (27) vara noll. Om siledes maximeringsprogrammet
och dess duala program har optimala 16sningar, s& utnyttjas varje
icke-fri primérfaktor fullstindigt. Eller i termer som mer direkt an-
sluter till jaimviktssystemet: Om maximeringsprogrammet och dess
duala program har optimala l6sningar, si dr utbud lika med efter-
frigan for varje icke-fri primirfaktor.

Déirmed &r visat att nédvindiga villkor fér att produktmaximerings-
programmet och dess duala program skall ha optimala lésningar ar
att varje icke-fri primarfaktor utnyttjas fullt och att intikter ar lika
med kostnader for varje anvind process. Aterstir att visa att dessa
villkor ocksd #r tillrickliga. Detta sker liksom for program I i tva
etapper. Antag att 1, 4,, ... 4, och 4, 4,, ... # ir non-negativa virden
pa variablerna som satisfierar sidovillkoren till de bida programmen
med likhetstecken Gverallt si att vi har
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byuli+biede+ -+ +bimin=r
boyZi+boe Ao+ - + bem An =T (10%)

................

buli+beda+ o +bimdn=n

buty +butds + - +bud = pr +@apPs + - toan1Pn
Doty +Dbog®e + -+ +bia®) =121 + g Py + -+ + nz P 11"

bim®1+ bom Do+ -+« + bim By = Gtim P1 + tem P2+ ++* + &nm P

Genom successiv multiplicering av raderna i (10") med 4,, 4,, . . . %; och
raderna i (11”) med 1, Z,, ... i,, addering av ekvationerna i de tva
systemen var for sig, samt sammanstillning av de tvi erhillna ut-
trycken far man

(o111 +az1Ps + o+ 4 &1 Pn) I
+ (12 P1 +agePe + - + otnz Pn) A2

...............

+(a1,,,p1+a2mp2+ +oc,.,,,p,,)1,,,=1‘1171+r2172+ e k] (25)

Vinstra sidan &r maélfunktionen i program II, hogra sidan dr mal-
funktionen i det duala programmet. Fér de givna virdena pa vari-
ablerna kommer alltsi de bada malfunktionerna att vara lika. Av
punkt 3 pa sidan 90 foljer att detta virde ar optimalt och att de givna
virdena pa variablerna &r optimala lésningar till programmen.

Antag nu t.ex. att den tillgingliga méingden av en primirfaktor,
vilken som helst, &r stérre dn den méingd som efterfragas i produk-
tionen och att dess pris &r noll, medan i 6vrigt samma villkor som
tidigare giller. Detta uttryckes formellt genom att olikhet (<) giller
i en rad i (10a) och att motsvarande #, 4r noll samt att likhet rader
overallt eljest i sidovillkoren (10a) och (11a). Genom den successiva
multiplikationen av raderna i (10a) med 3, 7, . . . §, kommer just den
rad som innehdller olikheten att multipliceras med noll, varigenom
effekten av olikheten foérsvinner si att man pé nytt erhaller likheten
(25) vilken implicerar optimala losningar. Precis motsvarande giller
for processer som ej anvindes och for kombinationer av fria primér-
faktorer och ej anvinda processer. Darmed. ar det visat att de tidi-
gare som nédvindiga angivna villkoren ocksa ir tillrickliga, och vi
kan skriva:
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Tillrdckliga och nédvindiga villkor for att produktmaximerings-
programmet och dess duala program skall ha optimala 16sningar
ar att varje icke-fri primérfaktor utnyttjas fullstindigt och att in-
tikter dr lika med kostnader fér varje anvidnd process.

Diskussionen har forts i tva etapper med anknytning till tvd lineédra
optimeringsprogram, for vilka villkoren for optimala l6sningar har
undersokts. Dessa villkor har uttryckts i former som motsvarar uttrycks-
sitten inom jamviktssystemen. Man kan séga att en ansats dérigenom
gjorts till jimviktsteoretisk tolkning av optimalvillkoren.

Gar man nu tillbaka till det generella jamviktssystemet och betraktar
(9), (10) och (11), sa finner man att jamvikt innebér att tillrdckliga
villkor for optimala losningar till bida optimeringsprogrammen och
deras duala program &ar uppfyllda. Jimvikt implicerar optimala 16s-
ningar. Diremot ir, sisom framgatt, jimvikt i meningen att (9), (10)
och (11) uppfylles med likhetstecken 6verallt inte nigot nodvindigt
villkor for optimala l6sningar. Optimala l6sningar implicerar inte jim-
vikt i denna »stringa» mening, men de implicerar ett lige som kan
betecknas som en modifierad form av jimvikt. Modifikationerna &r tre.
Tva av dem giller varor respektive primirfaktorer for vilka vid jimvikt
utbudet ir storre dn efterfrigan och vilka da har priset noll. Den tredje
modifikationen giller produktionsprocesser for vilka vid jimvikt intik-
ter 4r mindre dn kostnader och vilka di ej anvindes.

Man kan da friga sig om en sidan tolkning av optimeringsprogram-
men i jimviktsteoretiska termer ir rimlig. Vad som intresserar i detta
sammanhang ir huruvida de av tolkningen féranledda dndringarna ir
forenliga med den teori som formuleras i jimviktssystemet. Vid diskus-
sionen hirav utglr vi ifrin att den visentliga egenskapen hos ett jim-
viktsliige dr att det inte rymmer nigra tendenser till férindring.

Det ir har lampligt att 1;6rja med program II, eftersom motsvarande
jamviktssituation tycks ha diskuterats mera ingdende i litteraturen. I
detta program hiimtades sidovillkoren (10 a) frin jimviktssystemet. De
ir system (10) med likheterna éindrade till olikheter. Diskussionen av
programmet och dess duala program visade att vid varje optimal 16sning
ar priset pA en primirfaktor noll om den ej utnyttjats fullstindigt. I
jamviktssystemets termer innebir detta att efterfrigan ir mindre idn
utbudet. Om antalet processer dr mindre én antalet primirfaktorer, s
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ar det sannolikt att utbud inte dr lika med efterfragan pa varje faktor.
Men dven om man forutsitter att antalet processer dr minst lika stort
som antalet faktorer, sd ir det inte sékert att likhet kan rada overallt.
Inom jamviktssystemet skall nimligen variablerna }, tillfredsstilla inte
bara (10) utan dven (11), dvs. de rddande aktivitetsnivaerna skall ge
jamvikt inte bara pa faktorsmarknaden utan dven pa varumarknaden,
och det ir inte sidkert att det finns aktivitetsnivier som uppfyller bada
dessa villkor samtidigt. Om nu i ett visst lige utbudet ar mindre idn
efterfrigan for nagon primérfaktor, s& kommer priset pa den att stiga
med stérre utbud och mindre efterfrigan som f6ljd. Det finns ingen
principiell grins for en sidan prisstegring, och dérfér kan alltid utbudet
pressas upp och efterfrigan pressas ned tills de blir lika. Vid jamvikt
kan saledes utbudet ej vara mindre dn efterfrigan. Om & andra sidan
utbudet dr storre dn efterfrigan, si kommer priset att sjunka, varvid
utbudet minskar och efterfrigan 6kar. Men om man, som rimligt ir,
inte tilliter negativa priser, si finns det en griins for prissinkningen,
och man kan darfor uppna ett lige dir utbudet &r storre in efterfragan
foér ndgon faktor och dir nagra tendenser till férindring ej férekommer.
Ifrdgavarande faktor ar inte knapp och har priset noll. Det gar inte
att undvika en sddan situation genom att fran bérjan endast medtaga
knappa faktorer i systemet, eftersom frigan om en faktor ir knapp
eller ej endast kan avgoras inom systemet.!

Motsvarande synpunkter kan anforas betriffande program I. Dir
utgores sidovillkoren (11a) av system (11) i jaimviktssystemet med lik-
heterna indrade till olikheter. Vid optimal 16sning fér programmet och
dess duala program &r priset pi en vara noll om produktionen av den
ar storre dn efterfrigan. For jimviktssystemet giller att om efterfragan
ar storre dn utbudet sa stiger priset, och prisstegringen fortsitter tills
efterfrigan och utbud ar lika. Efterfrigan kan alltsi vid jaimvikt inte
vara storre dn utbud. Om 4 andra sidan efterfrigan ar mindre én ut-
budet, s& sjunker priset med stigande efterfrigan och sjunkande utbud
som resultat. Sittes den nedre prisgrinsen vid noll, kan emellertid ett
lige uppstd dir utbud ir storre dn efterfrigan utan att liget rymmer

1 Jir Dorfman, Samuelson and Solow a.a. sid. 358 o. ff. Dessa forhallanden papeka-
des tidigt av Zeuthen. Se Frederik Zeuthen, Den ekonomiske Fordeling, Kjebenhavn
1928, sid. 23-24. Jir ocksa artiklar under trettiotalet av von Stackelberg, Wald, Neis-
ser o. a.
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nagon tendens till férindring. Den omstindigheten att det hir giller
varor som produceras inom systemet, medan det i program II gillde
primérfaktorer vilka till sin totala tillgdng ir givna, fordndrar inte situa-
tionen. Man kan nimligen inte utesluta mdjligheten att tva eller flera
varor ir tekniskt s& sammankopplade i produktionen att det inte dr
mojligt att framstéilla en av dem utan att ocksa framstilla de évriga,
oavsett om det finns efterfrigan pa dem eller ej.

Den tredje modifikationen avser produktionsprocesserna och kom
in via de duala programmen. Sidovillkoren i dessa siger att intiikter
ej kan vara storre dn kostnader for varje process men vil mindre. Fér
ett optimallége giller vidare att intikter dr lika med kostnader for varje
anvind process. Om séledes for nagon process intikter ir mindre dn
kostnader, s anvindes den inte i ett optimalléige. Detta jimfores med
vad som foljer av antagandet om fri konkurrens. Dir giller ju att féretag
som gar med férlust limnar marknaden, och att produktionsverksam-
het som limnar vinst drar till sig nya foretag, varigenom nya konstella-
tioner mellan utbud, efterfrigan och pris uppstar. I ett jimviktslige kan
det dirfor inte existera nigon produktionsprocess som gir med vinst.
Om négon sddan funnes skulle nimligen den féretagare som disponerar
Over den genast intrida pid marknaden och stéra liget. Diremot kan
det naturligtvis existera produktionsprocesser som gar med forlust, blott
att de vid jimvikt har tringts ut frin marknaden och alltsi inte utnytt-
jas. Vilka processer detta giller kan i allménhet inte avgéras pa forhand
utan framkommer som resultat av 19sninigen av systemet. Det &r med
andra ord spelet pA marknaderna som avgér vilka faktorer och varor
som dr knappa och vilka processer som anvindes. Man kan darfor
sdga att samtliga tre modifikationer i det »stringa» jimviktsbegreppet
kan ges motiveringar som #r rimliga dven utifrin jimviktsteoretiska
synpunkter.!

Man légger slutligen mirke till att villkoret betriffande processerna
kan ges samma innebérd fér bida optimeringsprogrammen. Detta vill-
kor upptrider i de duala programmen. Det karakteristiska fér dem ir
att priser upptrider som variabler. Priserna pa varor och primérfak-
torer avgor i sin tur vilka processer som gir med férlust och vilka som
gar jimnt upp. Eftersom det senare alternativet ir det biista som kan

1 Jfr Koopmans a. a. sid. 86-88.
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intraffa, garanterar begransningen till processer for vilka intakter éar lika
med kostnader att utnyttjandet av primérfaktorerna under radande
produktionsteknik sa vil som mojligt anpassats till en inbordes véirdering
av varor och faktorer som &terspeglas i priserna. Anpassningen ir den
bésta i den meningen, att den slutprodukt som framkommer inte kan
framstillas billigare och att de primirfaktorer som anvindes inte kan
producera mer. Aven detta illustrerar sambandet mellan jimviktsana-
lysen och optimeringsprogrammen. Att den sirskilt tydligt framtriader
via de duala programmen kan ju inte 6verraska, nir man tinker pa
prisernas roll inom dessa och inom jdmviktsanalysen.

IV. Input-output

Ett specialfall av ovan behandlade aktivitetsanalys intriffar om
system
ok + ol + o Foumdm =Y
any +only + 0 +oamAn =Ys )

................

On1 A+ Gngdg+ <o +damAm=Yn

har en entydig non-negativ 16sning. I ekonomiska termer innebir detta
att den produktionsapparat som (7) representerar ir sidan att en given
slutprodukt alltid kan framstiillas med en, men endast en, anvindning
av processerna. Detta specialfall fir sitt sirskilda intresse genom att det
forekommer inom input-output-analysen och i denna fétt en utbredd
anvindning inom tillimpad ekonomisk analys. Den vanliga konstruk-
tionen av en input-output-modell p4 grundval av en empirisk input-
output-tabell kan uppfattas som en empirisk uppskattning av para-
metrarna i en produktionsmodell av tidigare diskuterad typ. Denna
produktionsmodell kan, liksom i det generella fallet, ingd som ett ele-
ment i ett jamviktssystem eller i optimeringsprogram.

Vi gvergir nu till att diskutera input-output-analys for att nirmare
se i vilken relation denna stir till de tidigare behandlade formerna av
ekonomisk analys. Dérvid utgar vi frin att input-output-modellen kon-
strueras pa grundval av en input-output-tabell, och vi begriinsar diskus-
sionen till att gilla en 6ppen modell.

Vi antar att det inom den studerade samhillsekonomin finns n st.
sektorer inom vilka produktionen av n st. varor sker, en vara inom



JAMVIKTSANALYS, AKTIVITETSANALYS OCH INPUT-OUTPUT 103

varje sektor. Dessa n sektbrer betecknar vi som ett produktionssystem.
Vi antar vidare att det finns [ st. produktionsfaktorer som inte produ-
ceras inom systemet och som kallas primirfaktorer.

Under en viss tidsperiod registreras nu den méngd av varorna som
anvints inom sektorerna, den méingd som levererats fran sektorerna ut
fran systemet, och den mingd av primirfaktorerna som anvints inom
sektorerna. Pa grundval hirav uppstills en tabell av f6ljande utseende

Fy Tig..- Tin 1 Xy

............

Zu Zie Zin — 2
Zn Zmees Zon — Z
2y Zige--Zin — 4

Strecken anger att det ir friga om observerade virden. En rad anger
output och en kolumn input for motsvarande sektor. Tabellen konstru-
eras si att foljande relationer giller

m’1+xm+...+xm+y‘=)(‘ i=1,2,...n (28)
zk1+zk2+"'+zkn=zk IC=1, 2,...1 (29)

P4 grundval hirav konstrueras en produktionsmodell med samma
egenskaper som i tidigare behandlade fall. En av dessa ir proportionali-
tet mellan input och output. Vi kan darfor sitta

x‘,——-auX’ i,j=1,2,...n (30)
Zy=by X, k=1,2,...1 j=1,2,...n (31)

dir a, och b, ir konstanter som erhalles ur ovanstiende tabell enligt

au=% i,j=1,2,...n (32)
b= k=1,2,...1 j=1,2,...n (33)
>.¢

System (28) och (29) kan dirmed skrivas pi féljande sitt!

1 Se t.ex. Wassily W. Leontief, The Structure of American Economy, 1919-1939,
New York 1951.
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(1 hnd au)Xl _asz_ ......... _alﬂXﬂ =y1
_ale+(1 _am)Xz_ ......... _aaan =y, (34)
—am X, =g Xg— - +(1 =) Xn=Ya

by Xi+bp X+ +bin Xu=2
by Xy + by Xy + -+ +bgn Xn=2, (35)
by Xi+ by Xp+ - +bin Xn =2z

Dessa bada system ar fullstindigt analoga med (7) och (8). Vi kan

hir uppfatta sektorerna som produktionsprocesser. Hela produktions-
systemet kan representeras med n st. vektorer av féljande utseende

-51/ - au-
0y — Qg
A= o= D iy 9 n (36)
—by
— b”
—b,|

dir é,=1 fér i=j, eljest 0. Denna vektor A ir en direkt motsvarig-
het till vektorn A? i (6).

P3 grund av proportionalitetsantagandet kan resultatet av en given
aktivitetsniva for sektorn uttryckas genom multiplikation av vektorn A9
med en limplig non-negativ faktor. Koefficienterna a; och b, har er-
hallits genom division av talen i kolumn j inom input-output-tabellen
med totalprodukten inom sektor j. Elementen i vektorn A anger dir-
for nettooutput respektive nettoinput av varor och faktorer inom sektorn
vid total tillverkning av 1 enhet av sektorns vara. Om man dirfor viljer
vektorerna A” som enhetsnivier for de processer som sektorerna utgor,
sd kan olika aktivitetsnivier uttryckas med X, totalprodukten inom
sektorerna, som di motsvarar 4, i den tidigare modellen.

D& processerna liksom tidigare antas vara additiva kan en viss an-
vindning av hela systemet uttryckas genom multiplikation av varje vek-
tor A” med ett virde X; och efterfoljande addering, sdsom sker i system
(34) och (35). Som resultat framkommer mingden framstillda slut-
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produkter och mingden anvinda primirfaktorer. Med dessa antagan-
den kan alltsi system (34) och (35) anvindas som uttryck for rela-
tionen mellan slutprodukter, aktivitetsnivier och primirfaktorer. De
bildar en produktionsmodell liksom tidigare system (7) och (8). Och
liksom dessa kan de inga som element antingen i jaimviktssystem eller
i optimeringsprogram.

Gentemot den tidigare produktionsmodellen uppvisar denna modell
den skillnaden att antalet varor och processer &r lika och att varje pro-
cess tillverkar endast en vara. En given vara kan da tillverkas p4 endast
ett sitt, och samma géller for en samling varor. Om det darfor giller
att tillverka en given slutprodukt, blir problemet endast huruvida den
overhuvudtaget kan tillverkas inom systemet, medan nigot val mellan
olika produktionssitt inte kommer ifraga. Formellt uttryckes produk-
tionsproblemet i denna modell som ett problem att 16sa ett system av
linedra ekvationer. Om en losning till system (34) existerar, si kan X,
uttryckas i y,, och man far direkt uppgift om vilken aktivitetsniva (total-
produkt) inom processerna (sektorerna) som motsvarar en given slut-
produkt. Vi antar nu att det existerar en 16sning till (34) som fér non-
negativa virden pi y, ger entydiga non-negativa virden pa X och ut-
trycker losningen pa féljande sitt

X =Any + Ay + - + Ay

Xa—Amy1+Azzyz+ +Am.y,. 37)

X Anl y1+Anzy2+ -+ Armyn

Vi skall nu med hjilp av denna produktionsmodell formulera opti-
meringsprogram motsvarande de tva tidigare. P4 grund av (37) kan
detta i bada fallen goras pé tva ekvivalenta sitt, antingen med X, eller
med y, som variabel. Uttrycken (35) och (37) ger nimligen tillsammans
en entydig relation mellan slutprodukt och primirfaktor. Man far for
en given primirfaktor

Zx= bin (Auyy +AsYs + -+ A1nYn) (38)
+bk2(A21y1 +Amya + -- +Aanyn)

................

+bin (Am Y1+ Ang Yo+ -+ + Ans yn)

! De matematiska egenskaperna hos system av denna typ har ingdende diskuterats i
litteraturen. Se t.ex. Y. K. Wong, Oskar Morgenstern, A Study of Linear Economic
Systems, Weltwirtschaftliches Archiv, Heft 2, 1957.

8 — 593092 Ekonomisk Tidskrift 1959 Nr 2
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eller Zg= (bkl An + bkgAm + et bkn nl) U (39)
+ (bkl Am + bkgAg + e 4 bkn nz) Y

+ (bklAln + bsznn +t bkn nn) Yn

Termerna b, A, anger den mingd av en given primirfaktor k som an-
vindes inom sektor j for att framstilla en enhet av vara i. Uttrycken
inom parentes innebédr att man summerar 6ver samtliga sektorer och de
blir d4 lika med den totala mingd av en given primirfaktor som an-
vindes for framstillning av en enhet av en given vara, eller just vad
som avsdgs med produktionskoefficienterna c,, i det ursprungliga Wal-
ras-systemet. Vi kan dirfor sitta

biAy+bisAg+ - + by Apy=cpy (40)

Den totala mingd primirfaktorer som atgar for en given slutprodukt
kan d& skrivas
Zi=Culr+CieYe+ - +CinlYn
Zg=CunlY1+CplYs+ -+ +CanlYn (41)
Zi=Cnlh +CpYat+ - +CalYn

Eftersom de bidda optimeringsprogrammen i sista hand avser relationer
mellan slutprodukter och primirfaktorer 4r (41) ett limpligt uttryck
for att formulera dem.

I program I var problemet att framstilla en given slutprodukt till
minsta mdjliga kostnad d& faktorspriserna var givna. Vi formulerar
forst problemet med X, som variabel

(buvi+bgyve+ - +byv) X,
+(blgvl+bggvg+ cee +bmvl)X2

..............

+ (bln v+ bgn UVg+ -+ + b;n l)l) X =min (42)
(A-ay) X, — @ Xg—-eeeeennn —a1, X, >dy
—anX;+(1—ag)Xg—-------. — 0z, Xp>dy (43)
—a,,.X; — e Xs— - +(1—a,,) X, >d
X, X,---X,>0 (44

Denna formulering motsvarar fullstindigt formuleringen av samma
program pé sidan 90. Enda skillnaden #r att vissa termer hir him-
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tats frin input-output-modellen. Med utgéngspunkt i detta program
kan man nu bilda det duala programmet och fortsitta diskussionen
pi samma sitt som i det tidigare avsnittet. Man kommer da fram till
samma resultat som formulerats pa sidan 93.

Vi utnyttjar nu mojligheten att formulera samma program med y,
som variabel. Det fir di foljande utseende

(cuvi+cnva+ - +epv) i
+ (Clz U1+ CooUp+ ++ +Cig Uz) Y2
+ (Cln D + Copn Ug + e+ Cin Ul) yn min (45)

1y;+0ys+---+0y,>d;
0y1+1y2+ +Oy,.>d2

(46)
Oy1+0y2+ +1yn2d
Y1 Yoo Yn 20 47
Givna ar fortfarande d; och v,.
Det duala programmet med p, som ny variabel blir nu

dipy+dypa+ -+ +d, p,=max (48)

1pi+0pet - +0pp<cyyv+cale+ - +Cuty
Op1+1pet+ - +0Ppr<cCia0s+CoaVg+ -+ +Cr2y (49)

0p1+0pa+ -+ 1P <Cral1+Conla+ - +Caly
P P2y P20 (50)

Givna ar alltjimt d; och v,.

Hir framgar klart i vilken ringa grad man i detta fall kan tala
om ett optimeringsproblem. Av (46) framgar direkt att en viss efter-
fragad produktmingd framstilles till minsta mojliga kostnad di exakt
de efterfrigade mingderna framstilles. Eftersom de olika produkt-
mingderna hiar kan varieras oberoende av varandra ar detta alltid
mojligt och dartill endast pa ett satt. Det duala programmet blir lika
enkelt. Dir kan p; alltid viljas si, att priset pa varje vara ir lika
med kostnaden for dess framstillning. Eftersom varje vara framstilles
i endast en process och ingen process framstiller mer dn en vara, ar
detta ekvivalent med att intdkter ir lika med kostnader for varje pro-
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cess. Detta garanterar, enligt vad som tidigare visats, att den slutpro-
dukt som framkommer inte kan produceras billigare. Via optimerings-
programmet kommer man alltsa, sisom var att vinta, pad nytt fram
till vad som sades pa sidan 105, nimligen att problemet att framstélla
en given slutprodukt i denna modell uttryckes som ett problem att
losa ett system av linedra ekvationer.

Sidovillkoren (49) motsvaras av system (4) i Walras-systemet. Skill-
naden mellan dem ir att ekvationerna édndrats till olikheter. Diremot
har sidovillkoren (46) ingen explicit motsvarighet i Walras-systemet.
Dir forutsittes emellertid att efterfragan och utbud éar lika for varje
vara, och detta kan uttryckas genom

n=d
Yys=dp (51)
yn=dn

Det har just framgatt i vilken relation detta uttryck stér till kostnads-
minimum. System (4) och (51) garanterar tillsammans kostnadsmi-
nimum och varje kostnadsminimum &r konsistent med tva system (4)
och (51) med limpliga virden pa parametrarna. I och med anvind-
ningen av input-output-modellen har vi siledes kommit tillbaka till
det ursprungliga systemet.

Vi 6vergar nu till program II foér att se hur detta kan formuleras
med hjilp av input-output-modellen. Problemet dr dir att med givna
varupriser framstilla storsta mojliga slutprodukt utan att éverskrida
givna resurser. Forst uppstilles programmet i en form som motsvarar
den som utgjorde utgdngspunkt for diskussionen av program II i fére-
géende avsnitt.

DiY1+ Pp2Ys+ ++- + Pp Yn =1max (52)

(1 - an) Xl — Qyg X2 e ieesenae —ay, X =1
— dgy Xl + (1 — (122) X2 ......... — Qg, X =y (34)

- aanI - anzxz - ot (1 — (l,,,,)X =Yy

buXi+bie Xo+ - + b1 Xp <y

b21X1+b22X2‘r +b2an<l'2 (53)

”11X1+b12X2+ -+ menSIJ
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X, X,,--- X, =0 (44)

Y1 Yoo Y =0 (54)

Givna ir p, och r,.

Detta motsvarar formuleringen pa sidan 94. Diskussionen férdes
didr vidare genom att variabeln y, utbyttes mot j,, vilket hir skulle
motsvaras av ett utbyte av y, mot X; med hjilp av (34). Diskussionen
kan sedan fortsittas efter samma linjer som i det tidigare fallet, var-
vid man Ater stéter pa den svirighet som sammanhingde med att
aktivitetsnivin i en given process i allminhet inte kan varieras obe-
roende av aktivitetsnivierna inom &vriga processer. I detta fallet star
en annan och bittre mojlighet 6ppen, ndamligen att med hjilp av (37)
uttrycka X, i y, och formulera programmet i variabeln y,. Det far da
foljande utseende

P1U1+PzYz+ -+ + PnYn =max (52)
cufit+CielYe+ - +C1alYn <1y
Ca Y1+ Coalat - +ConlYn<Trs (55)
Y1+t Ceyst+ -+ Yp<n

yl9 y2:“'yn20 (54)

Givna ir som tidigare p, och r,.
Det duala programmet far foljande utseende

ry0y+ I+ - + 10, =min (56)

Ui+ e U+ - +Cni2py
Ci1oV1 + CopVp+ +-+ +C2 U1 2 Pg (57)

...............

Cin U1+ CoqUg+ -+ Cn Uy = Py

Uy, Ug,+--0; 20 (58)

Alltjamt ar p, och r, givna.

Det ir ldtt att som tidigare visa att likhetstecken i (55) for alla
icke-fria faktorer och i (57) for alla anvinda processer (vilket hir
blir detsamma som alla framstillda varor) dr béde tillrickligt och
nodvindigt for optimala losningar till programmen. Det ir emellertid
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onddigt att g4 igenom denna procedur pa nytt, eftersom hir féreligger
ett specialfall av tidigare behandlade fall.

Jamfér vi dessa program med Walras-systemet finner vi att (55)
overensstimmer med (3) och (57) med (4) med endast de skillna-
derna att ekvationerna i bada fallen dndrats till olikheter och att d,
i (3) ersatts med y,. Den forra skillnaden 4r densamma som férekom
vid den tidigare diskussionen av program II. Den senare skillnaden
hinger samman med att vi hir har riknat med utbud av varor,
medan i Walras-systemet forutsattes att utbudet dr lika med efter-
frigan och efterfrigan d;, anvindes i system (3). Vid diskussionen av
program I har just framgatt hur detta forhaller sig till kostnadsmini-
mum. Aven fér program II har vi alltsi vid utnyttjandet av input-
output-modellen kommit tillbaka till det ursprungliga systemet.

An tydligare framgar relationen mellan input-output-modellen och
Walras-systemet om man stiller upp villkoren for att det skall exi-
stera optimala l6sningar till bdda de pa input-output-modellen grun-
dade optimeringsprogrammen. Dessa villkor ir enligt punkt 1 p4 sidan
90 att det finns virden pd variablerna som satisfierar

y12d1
y22d2 (46)
Yn>d,
Cuh+Clet - +Cn2p
CigU1+ Cog U+ -+ + C1a Uy = Py (49, 57)
CinU1+ Con Vst -+- +C1a Uy = Py
CuYritCiYet - +CYa<ny
Czly1+czzys+'"+cznyn51'z (55)
i+ CpYet -+ <n
Y Yz - .. y,,ZO (47)
PuPs---Pr=0 (50)
U], vz, oo 0120 (58)

Dessa villkor ir tillrickliga och naturligtvis ocksi nédvindiga. Nu
giller att fér varje optimal l6sning till program I kan (46) och (49)
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uppfyllas med likbetstecken (forutsatt att inget d, ar negativt). Efter-
som sdledes existensen av variabelvirden som uppfyller ovanstiende
villkor implicerar existensen av optimala l6sningar till bdda program-
men, och varje optimal losning till program I kan uppnés med lik-
hetstecken overallt i (46) och (49), kan de nédvéndiga villkoren skir-
pas, si att tillrickliga och nédvindiga villkor for att det skall existera
optimala lésningar dr att det finns non-negativa virden d,, p; och v,
som tillfredsstiller foéljande villkor

cudi+cede+ - +Cpd, <1y
Cgld1+ngd2+ eee +Cg,,d,,Sr2
oooooooooooooooo 3a

ety +Cedpt - +Cnda <1y (3a)
i+ Calet - +Cnli=p
Ci1gV1 + Coo Vg + - +cmv,=p2

Cian U1+ Con s+ -+ +Cin Uy =Py

C)

Betriffande (3a) vet vi slutligen att det for optimalvirden for program
II uppfylles med likhetstecken for alla icke-fria faktorer.

Légges hirtill system (1) och (2), som avser efterfrigan pa varor
respektive utbudet av primirfaktorer, framgér tydligt hur vi via input-
output-modellen kommit tillbaka till det system fran vilket vi startade
med den enda skillnaden att (3) dndrats frén ett system av likheter till
ett system av olikheter (och non-negativa priser har stipulerats). Strikt
jamvikt i systemet, dvs. likhetstecken éverallt i (3a), implicerar enligt
det foregdende optimalviarden fér bada programmen, och likhetstecken
i (3a) for alla icke-fria faktorer dr bade ett tillrickligt och nédvin-
digt villkor for optimala l6sningar.

V. Sammanfattning

Utgangspunkten var ett walrasianskt jamviktssystem, vari bl. a. in-
gick en samling produktionskoefficienter c,; angivande relationen mel-
lan produktion av en given vara och anvindning av var och en av
de tillgéngliga primérfaktorerna. Dessa produktionskoefficienter upp-
fattades som givna i systemet och avsig bade sidan anvindning som
sker direkt och sidan som sker indirekt via inom systemet produ-
cerade produktionsinsatser. Betréiffande dessa produktionskoefficienter
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framholls tva problem. Det ena gillde produktionsinsatser som pro-
duceras inom systemet, det andra hur koefficienterna bestimmes om
de ej uppfattas som givna.

For att nirmare belysa dessa problem konstruerades ett generellare
jamviktssystem, dir som nytt element ingick en samling produktions-
processer. For varje process angavs produktion och anvindning av
varje sirskild vara och faktor vid en vald produktionsnivd. Genom
att specificera input och output for tillgéngliga produktionsprocesser
tas hinsyn till problemet om producerade produktionsinsatser. Sam-
tidigt erholls specifika uttryck foér jimvikt pA bade varumarknaden
och faktorsmarknaden. Genom att tillita att en given vara framstills
i mer dn en process uppstir mdjligheten till val mellan olika fram-
stillningssétt, och systemet ger darfor i allmidnhet ingen konstant rela-
tion mellan slutprodukt och faktorsinsats. Varje produktionsprogram
medfor en valsituation.

Med utgingspunkt i detta generellare jamviktssystem uppstilldes
tvd linedra optimeringsprogram, varav det ena avsig kostnadsmini-
mering och det andra produktmaximering. Till vart och ett av dessa
uppstilldes det duala programmet. Hirefter underséktes vissa villkor
for optimala l8sningar i programmen och dessa villkor tolkades i jim-
viktssystemets termer. Det framgick att optimalligen och jamvikts-
ligen ir intimt forknippade med varandra.

I optimeringsprogrammen sker ett val av aktivitetsnivaer for till-
gingliga produktionsprocesser. Aktivitetsnividerna bestimmer i sin tur
4 ena sidan den mingd slutprodukter som framstilles, 4 andra sidan
den miéngd primirfaktorer som anviindes. Genom optimering, vare
sig denna sker genom ett direkt programmeringsforfarande eller via
marknaden, 16ses da det andra problemet som framhélls i samband
med det ursprungliga jimviktssystemet, nimligen hur relationen mellan
produktion av en given varumingd och anvindning av primérfaktorer
bestimmes d& produktionskoefficienterna ¢, inte uppfattas som givna
i systemet. Det 4r dérvid nirmast minimering som blir aktuell. Detta
ansluter sig till den anvisning for utvidgning av det ursprungliga jam-
viktssystemet som limnas av Walras, blott att kostnadsminimeringen
hir relaterar till hela slutprodukten och ej limnar nigot explicit ut-
tryck for de enskilda produktionskoefficienterna.
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Utifrdn en input-output-tabell konstruerades till sist en input-output-
modell. Denna uppfattades som en produktionsmodell dir antalet
processer ir lika med antalet varor och dir varje process tillverkar
endast en vara. Liksom den tidigare generellare modellen tar input-
output-modellen explicit hinsyn till produktionsinsatser som ir fram-
stillda inom systemet, och likasa giller for den att produktionsko-
efficienterna ¢, ej &r givna. Bestimningen av utnyttjade mingder av
primirfaktorerna kan dock ske pa ett annat sétt 4n i det generella
fallet. Dir bestimdes de genom ett optimeringsférfarande. I input-
output-modellen finns inga valmoéjligheter nir det giller att framstilla
en given mingd slutprodukter och dérfér inte heller nigot minime-
ringsproblem. P4 grund hirav kan produktionskoefficienterna c,; har-
ledas ur modellen genom l6sning av ett system av ekvationer, och nir
dessa koefficienter dr funna ger de tillsammans med faktorspriserna
direkt kostnaden fér framstillning av en given slutprodukt. Diaremot
kvarstar det andra optimeringsproblemet, att med givna resurser fram-
stilla storsta mojliga slutprodukt.

Man kan dirfor séiga att input-output-modellen vad betriffar be-
handlingen av produktionskoefficienterna, och diarmed produktions-
systemet, utgor ett mellansteg mellan det ursprungliga walrasianska
systemet och det hir konstruerade generellare systemet. I det ursprung-
liga systemet ir koefficienterna c,; givna, nigot kostnadsminimerings-
problem finns ej, och problemet med producerade produktionsinsatser
antas vara 16st. I input-output-modellen ér koefficienterna c,, €j givna,
men varje vara tillverkas endast i en process och négot minimerings-
problem finns diarfoér ej. Koefficienterna c,; kan d& hirledas ur ett
system av ekvationer, vilket samtidigt l6ser problemet med produce-
rade produktionsinsatser. I det generella systemet idr koefficienterna
¢ €j givna. Tillverkningen av en given vara ir ej begrinsad till en
enda process, varfor en valsituation uppstar vid varje produktionspro-
gram. Detta val gores genom en minimering av kostnaderna. Samtidigt
18ser denna procedur problemet med producerade produktionsinsatser,
men nagot explicit uttryck for koefficienterna c, erhalles ej. I samtliga
tre fall foreligger ett maximeringsproblem.
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