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JAMVIKTSANALYS, AKTIVITETS- 
ANALYS OCH INPUT-OUTPUT 

Av BENGT HOGLUND 

I denna uppsats gores en jamforelse mellan neoklassisk jamvikts- 

analys, aktivitetsanalys och input-output-analys. Avsikten ar att belysa 
nagra av relationerna mellan de tre typerna av ekonomisk teori. Utgangs- 

punkten iir de produktionstekniska problemens behandling, saledes hur 

relationen mellan utnyttjade produktionsfaktorer och uppnadda pro- 
duktionsresultat anges i de tre fallen. Denna fraga leder i sin tur in pa 
forhallandet mellan jimviktsligen och optimalliigen. Endast formella 

egenskaper hos teorierna diskuteras och fragan om deras realism lamnas 

utanf6r, aven om vid nagot tillfalle problem om empirisk anknytning 
berores.1 

Foljande beteckningar anvindes: 

pi = pris pa vara i 

vk = pris pa primirfaktor k 

di = slutlig efterfragan (final demand) pa vara i 

yi = slutprodukt av vara i 

Zk = total anvandning av primarfaktor k 

r, = utbud av primarfaktor k 

Xi = total produktion av vara i 

AY = aktivitetsniva inom process j 
xj = anvandning av vara i inom sektor (process) j 

kj = anvandning av primarfaktor k inom sektor (process) j 
af = nettooutput av vara i inom process j vid aktivitetsniva 1 

bkj = anvandning av faktor k inom processj vid aktivitetsniva 1 (sektorj 
vid totalproduktion 1) 

ai = anvandning av vara i inom sektor (process) j vid totalproduktion 
(aktivitetsniva) 1 

1 Bland litteraturen ma sarskilt framhAllas Robert Dorfman, Paul A. Samuelson and 
Robert M. Solow, Linear Programming and Economic Analysis, New York 1958, vartill 
denna uppsats har flera anknytningar. 
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Cki = anvandning (total) av primarfaktor k vid framstallning av 1 enhet 
av vara i 

n st. varor 
m st. processer 
1 st. primarfaktorer 

I. Walras' jiimviktssystem 

Walras' system ir fortfarande aktuellt som ett exempel pa jamvikts- 
analys. Utgangspunkten for detta system ir en samling individer, en 

samling produktionsfaktorer och ett produktionssystem inom vilket fak- 
torerna transformeras till varor. Varje vara och faktor antages ha en 
viss nytta f6r var och en av individerna, vilket formuleras i nyttofunk- 
tioner, och individerna antages maximera denna nytta. Om nyttofunk- 
tionerna ar givna kan individernas utbud och efterfrigan uttryckas som 
funktioner av samtliga priser. Genom sammanlaggning f6r samtliga indi- 
vider erhalles efterfragan och utbud for varje vara och faktor som 
funktioner av samtliga priser. 

dl: D1 (Pl, P2 .... Pn. Vl' /2 ... VI) 
d2 =V D(pl, P2, , .. Pn, vU, V, . . vI) 

. . . . , . .. . . ?p,, . . . . ( 

rn,=R,(pl,p. ... pn, v1, v2 ... vi) 

= . p:,, ... p,, v,......) r2=R(P. P. ' Pn V , .. . . V 1) (2) 

r = RI (pl, P2 . . Pn, V, V2 . . . ) 

System (1) anger efterfragan pa varorl och system (2) utbudet av faktorer. 
Om nu produktionen av varor antages vara lika med efterfragan, sa 
galler for jamvikt pa faktorsmarknaden 

cll dl + c2da + * * + C,n dn = ri 

c21 dl + cd2+ " + C2n d = r2 (3) 

cl dl+c12d2+ -- +clnd = r 
1 Nar vi har och i fortsattningen talar om efterfrAgan och utbud for varor avses slut- 

lig efterfrAgan respektive utbud av slutprodukter. Med varumarknaden avses pA samma 
satt marknaden for slutprodukter. 
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Detta system relaterar saledes till bade varu- och faktorsmarknaden. 

Slutligen galler f6r jamvikt att en varas pris ar lika med kostnaden 
f6r dess framstallning 

Cl1 uv+c2+ c .. + + V I = P 

C12 vl + ca2 + + (4) 

Cl V + C2n V2 + + Cln V =Pn 

De fyra systemen innehaller sammanlagt 2 n + 2 1 ekvationer och lika 

manga variabler. Emellertid ar ekvationerna inte oberoende av varandra. 
Om raderna i (3) successivt multipliceras med v1, v2, ... V1 och raderna i 

(4) successivt multipliceras med dl, d2, ... d,, och systemen darefter 
adderas var for sig, sa erhalles 

P1 d+p2d2+ p d + n=v p d = v 2 r + v - r + + v r (5) 

Om t. ex. priserna ar givna och efterfragan och utbud kanda for 
n + -1 varor och faktorer, sa ar efterfragan eller utbudet f6r den reste- 
rande varan eller faktorn ocksa kant. Man har saledes inte mer an 
2 n + 21 - 1 oberoende ekvationer, vilket medf6r det bekanta forhallan- 
det att systemen (1)-(4) ej ger absoluta priser, endast relativa.1 

Utmirkande for de givna produktionsfaktorerna ar att de ej produ- 
ceras inom systemet. For att framhalla detta kallar vi dem primiirfaktorer. 
Koefficienterna c, anger den totala mangd av en primarfaktor k som 
anvandes vid produktion av en enhet av vara i. Ett problem uppstar 
emellertid om produktionen av en vara fordrar insatser inte bara av 

primarfaktorer utan aven av ravaror och halvfabrikat som sjalva ar 

producerade inom systemet. Da produktionen av dessa senare i sin tur 
fordrar insatser av primarfaktorer och sannolikt ocksa av producerade 
ravaror och halvfabrikat, vilka i sin tur fordrar insatser av samma typer 
osv., uppstar via dessa typer av produktionsinsatser en indirekt anvand- 

ning av primarfaktorer. Koefficienterna c, skall avse den totala anvand- 

ningen, saledes bade den som sker direkt och indirekt. Walras anger 
hur detta problem i princip kan losas genom en successiv >tillbaka- 
rakning> via utnyttjade ravaror och halvfabrikat tills man slutligen er- 

1 Leon Walras, Elements of Pure Economics, or the Theory of Social Wealth, Trans- 
lated by William Jaffd, Norvich 1954, spec. sid. 237-242. Framstallningen foljer inte 
originalet i detalj, bl. a. ar beteckningarna anpassade till den har avsedda anvandningen. 
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haller uppgift om den totala forbrukningen av primarfaktorer, ett tillvaga- 
gangssatt som genom det hastigt vaxande antalet nodvandiga rakne- 

operationer kan valla stora praktiska svArigheter.l 
En annan komplikation betraffande produktionskoefficienterna intraf- 

far om man slapper antagandet att de ir givna i systemet. Walras sjilv 
betraktar detta antagande som ett provisorium vars framsta uppgift ar 
att f6renkla framstallningen. Senare skisserar han hur systemet kan 

byggas ut genom att lata produktionskoefficienterna bestiimmas genom 
ett optimeringsf6rfarande analogt med det som anvandes for att harleda 
individernas efterfragan och utbud. I fraga om produktionsfaktorerna 
antages f6retagarna minimera produktionskostnaden och anvandningen 
av faktorerna bestams av relationer som uttrycker villkor for detta. 
Olika sammansattningar och omfattningar av produktionen leder da i 
allmanhet till olika kombinationer av primirfaktorer och koefficienterna 

Cki kan inte langre betraktas som givna.2 

II. Ett generellare jamviktssystem 

Ett satt att narma sig problemet om vilka mingder av produktions- 
faktorer som anvandes f6r en viss produktion ir att mera specifikt 
ange vilka insatser av ravaror, halvfabrikat och primarfaktorer pro- 
duktionen fordrar. 

Vi antar som tidigare att det finns n st. varor som tillverkas inom 

produktionssystemet och I st. primirfaktorer som tillfors systemet ut- 
ifran. F6r varorna antas att de dels kan anvandas som produktions- 
insatser inom systemet, dels kan levereras ut ur systemet i form av 
slutprodukter. Produktionssystemet antages vara sammansatt av en 
samling elementiira produktionsprocesser. En sadan process motsvarar 
alllmant uttryckt ett satt att framstalla en vara eller en kombination av 
varor. Den karakteriseras med hjalp av den relation som galler mellan 
tillverkning och f6rbrukning av varor och primarfaktorer, sa att varje 
sadan relation konstituerar en bestaimd produktionsprocess. 

Med aktivitetsniva for en process avses den omfattning i vilken pro- 
cessen anvandes. Vid en given aktivitetsniva f6r en process framkommer 

1 Walras a. a. sid. 241. 
2 Walras a. a. sid. 240 och 383 o. ff. 
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en viss nettoproduktion respektive nettoanvandning av varje vara och 

faktor. Dessa nettovarden anges med ett tal f6r varje vara och faktor. 

Vi viljer en godtycklig niva som enhetsniva och tecknar den med 

vektorn 

alj 

OaCn 

A<'J 
a"nj 

(6) 
- 

blj 

- b2 

-bj 

Ett positivt element anger att varan ar en nettooutput inom processen, 
ett negativt element att varan eller faktorn ar en nettoinput inom pro- 
cessen. Ett element med vardet noll anger att varan eller faktorn inte 

ber6rs av processen. Elementen ao, antages kunna vara positiva, nega- 
tiva eller noll, elementen bk endast non-negativa. De senare avser sa- 

ledes primarfaktorer. 
F6r varje process antages galla proportionalitet mellan input och 

output. En given aktivitetsniva kan da uttryckas genom att vektorn A('f 

multipliceras med en faktor A,. Denna antages kunna ha alla non-nega- 
tiva varden. 

Processerna antages vidare vara additiva, innebarande att produk- 
tionsstrukturen inom en process ir oberoende av aktivitetsnivaerna inom 

6vriga processer. Om man alltsa utnyttjar tva eller flera processer sam- 

tidigt, sa kommer totala resultatet for en vara eller faktor att bli lika med 
summan av output respektive input inom de enskilda processerna. For- 
mellt kan detta uttryckas sa, att f6r tva givna processer i och j, repre- 
senterade av vektorerna A"' och A(', existerar det en tredje process som 
kan representeras genom en (positiv) linear kombination av A'' och A?. 

Omvandningen till detta galler inte. Vi antar i stallet att det finns 
m st. processer som inte kan representeras genom (positiva) lineara 
kombinationer av vektorerna for 6vriga processer inom systemet. Hela 

produktionssystemet kan da representeras av m st. vektorer A'(. 
Med dessa antaganden kan resultatet av en given anvandning av hela 

produktionssystemet uttryckas genom multiplikation av varje vektor A'J' 
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med A, och efterf6ljande addering. F6r varje vara ger delta slutpro- 
dukten, dvs. den miingd av totala produkten som aterstar efter avdrag 
for vad som anvants som insatser imom systemet, och f6r varje primiir- 
faktor den totalt anvhinda mingden. Man ffr f6r varor 

oc11 Al + 1 o2 A2 + + (xi ee Am = Y y 

Oa21 +o a= 22+ + 1m AmY= 9 
(7) 

Cnl A tXn2 A2+ ? +OCnm Am:= Yn 

och f6r primiirfaktorer 

bl, Al+ bi2A2 + "+ blmAm= z, 
b2l1 A+b22A2+..+ b2mAmZ2 (8) 

bl1Al + b12A2 +. + bimAmZ = zi 

System (7) anger utbudet av varor och system (8) efterfragan ph pri- 
miirfaktorer vid givna aktivitetsnivaer. Tillsammans karakteriserar sys- 
temen de produktionstekniska sambanden, och vi kan ddirfor siiga alt de 

utg6r en produktionsmodell.l 
Vi utnyltjar nu denna produktionsmodell i ett jiimviktssystem, vilket 

iir mer generellt in det ursprungliga Wairas-systemet och som vi darfor i 
fortsiittningen kallar det generella systemet. Efterfragan pa varor iir en 
funktion av samtliga priser 

d, == D, (pl, P2 .p n, vI, v2, ... vI) 

. . . . .p2. .. .pn, v. , v. , ... v.) 

dn = Dn (pi, P2, Pn p, Vii, V2, VI)v, 

Villkor for jiimvikt pa varumarknaden iir alt efterfragan ir lika med 
utbud for varje vara 

(Xll Al + (42a A2 + + ocim Am d, 

OC21iAl + ac,22A + + m+ X2m (m d) 

OnlAl + O n2 2 +... + ocnm,Am = dn 

1 For en systematisk behandling av en lineiir produktionsmodell av denna typ hdin- 
visas till Tjalling C. Koopmans, Three Essays on the State of Economic Science, New 
York 1957, specielit sid. 66 o. ff. 
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Utbudet av primirfaktorer iir en funktion av samtliga priser 

r, = R, (p,,2 .o ... Pn, Vi, V2, ... VI) 

r2= R2 (Pl, P2' . .Pn V1, V2,.9 . VI) (2) 

ri - RI (p1(P, p2' . . Pn, V1, V2, . . . VI) 

Vilikor for jamvikt pa faktorsmarknaden air alt efterfrAgan ar lika med 
utbud for vaje faktor 

bjAj+b12A23 + + blm)Am = r, 
biA+ bw+ ++b2m, Amr2 (10) 

bil Al + b12 A + ? .. + bi m Am = ri 

En jamforelse med det ursprungliga systemet visar att (1) och (2) 
forekommer i bAda fallen. Dairemot lar (3), som innehAller relationen 

mellan produktion av en viss mingd varor och forbrukningen av pri- 
miirfaktorer, spittrats upp pa de tva systemen (9) och (10). Det f6rra 

innehaller relationen mellan aktivitetsnivaer och produktionen av varor, 
det senare relationen mellan aktivitetsnivaer och forbrukningen av pri. 
miirfaktorer. Genom alt aktivitetsnivaerna kommit in som elt mellanled 

mellan vara och primirfaktor kanner vi nu inte direkt storleken pA 
koefficienterna Cki. Vi kan darfor inte anvanda system (4), som stipu- 
lerade alt priset pa en vara skall vara lika med kostnaden for de pri- 
miirfaktorer som Atgar for varans framstaillning. Men vi kan saitta upp 
ett liknande system, som for varje process anger alt viirdet av produk- 
tionen skall vara lika med dess kostnad 

o(XnPi +0C21p2 + + oXnlPn = bl, v1 + b,1v2 + - .. + b1lv1 
0C12P1 + aOCMP + **+ n2pn = b2v, + b2v2 + --+- + b (1) 

OX1m PI + OC2m P2+ + OXnm Pn = bl + v, + b2mVP2+ -+ bLm v 

Vi lar nu i alit 2 n + 21 + m st. ekvationer i lika manga variabler 
(n st. p,, n st. d,, 1 st. vk, 1 st. rk, m st. At). Emellertid giiller iiven hiar att 
ekvationerna ej ar oberoende av varandra. Om raderna i (9) successivt 

multipliceras med Pl, P2'... pn, och raderna i (11) successivt multipli- 
ceras med A,, 2 ... 4m, och addering diirefter sker, sA erhAlles 
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P dl +P2d2+ ' +pndn= v1(bl Al +b12 + ** +bimAm) (12) 
+ v2 (b 11l + b2 + 2 + bmAm) 

+ v, (bl Al + b,2 + *** + blm Am) 

eller, enligt (10), 

P1 dl +P2 d2 + * + n dn= vl r1 + v2r2 + . + vl rl (5) 

som ocksa harleddes ur det ursprungliga jimviktssystemet och har 
samma innebord som dar. 

III. Tva optimeringsprogram 

Detta nya system kommer nu att anvandas till en jamforelse mellan 

jamviktsanalys och aktivitetsanalys i form av linear programmering. 
Linear programmering ar en metod for maximering eller minimering 
av en linear funktion av en samling variabler under forutsattning att 
variablerna uppfyller vissa lineara sidovillkor, vanligen uttryckta i 
form av olikheter. Typiska problem for sadana program ar att med 
minsta kostnad uppna ett visst mal eller att pa basta sitt utnyttja en 

given mangd resurser. 
I varje sadant program ingar saledes en funktion som skall mini- 

meras eller maximeras. Den kallas har mdlfunktion (objective func- 

tion). Vidare siger vi att varden pa variablerna som tillfredsstaller 
sidovillkoren utgor en mojlig losning (feasable solution) till program- 
met. Om de dessutom tillfredsstaller malfunktionen utgor de en opti- 
mal losning (optimal solution). 

Till varje lineart optimeringsprogram kan uppstillas ett dualt pro- 
gram, vilket erhalles fran det ursprungliga genom foljande operationer. 

a) En ny variabel infores for varje sidovillkor i det ursprungliga pro- 
grammet. 

b) Som koefficientmatris i sidovillkoren anvandes den transponerade 
koefficientmatrisen i det ursprungliga programmet. 

c) Som restriktioner i sidovillkoren anvandes koefficienterna i det 

ursprungliga programmets malfunktion. 

d) Som koefficienter i den nya malfunktionen anvandes restriktionerna 
i det ursprungliga programmets sidovillkor. 
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e) Malfunktionen indras frAn min till max eller vice versa. 

f) Riktningen for olikhetstecknen i sidovillkoren andras, med undan- 

tag f6r villkoret om non-negativa variabler. 
Relationen dual ar symmetrisk, sA att tva program mellan vilka ovan 

angivna relationer galler ar duala till varandra. 

For tvA duala program galler bl. a. foljande. 
1. Om det existerar mijliga losningar till bada programmen, sa exi- 

sterar det optimala losningar till bada. 
2. Om det existerar en optimal l6sning till det ena programmet, sa 

existerar det en optimal losning till det andra. 
3. Om P ar vardet pa malfunktionen f6r maximeringsprogrammet och 

Q vardet pa malfunktionen fir minimeringsprogrammet, sa galler 
P<Q. 

4. Om bada programmen har optimala losningar, sa ger dessa lika 
varden pa malfunktionerna.1 

Vi kommer att i fortsittningen utnyttja dessa egenskaper och referera 
till dem som punkt 1, 2, 3 och 4. 

Med hjalp av de termer som utnyttjats i det generella jimvikts- 
systemet kommer vi nu att formulera tva lineira optimeringsprogram 
och deras duala program samt f6rsoka uttrycka villkoren for optimala 
losningar i jimviktssystemets termer. Som f6rsta problem viljer vi 

framstallning av en given miingd slutprodukter till minsta mojliga 
kostnad. Lat den givna mangden slutprodukter vara d,, d2,... d. 
Kostnaden for en given aktivitetsniva utg6res av vardet av de primar- 
faktorer som anvaindes. Ett uttryck harf6r erhalles genom att multi- 

plicera raderna i (8) med faktorspriserna v1, v2, ... v, och addera 6ver 
de olika faktorerna. Problemet att valja den aktivitetsniva for vilken 
de givna mangderna slutprodukter framstiilles till minsta mojliga kost- 
nad kan nu formuleras pa foljande satt 

(bll v, + b2l 2 2+ --- + bl& v,) Ai 

+ (bl2 v + b22 v2 .--+ * b + vl) A2 

+ (blm vl + b2m v2 +.. * + bim vl)Am = min (13) 

1 Jfr t. ex. Dorfman, Samuelson and Solow a. a. Kap. 3 och 4, spec. sid. 39-41 och 
100-104. 
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all Al + a12A2 + +- O imm A dl 

a21 A1 + 22 A2 + * * * + a2m Am > d(9a (9a) 
. . .. . . .. .* .. .. . . 

anlAl + an2 A2 +** + Xnm m > dn 

A1, A2,-. Am >0 (14) 

Givna ar d, och vk. Detta program kallas program I. 

Vi stiller nu upp det duala programmet och later faktorspriserna 
vk vara de nya variablerna. Det visar sig da att en modifierad form 

av system (11) erhalles som sidovillkor. 

dpl + d2p2 + . + dnpn = max (15) 

alPli + 021P2 +- + anlPn < bll V21 b2 v2 + ' + blv1 

z12Pl +a 22P 2 + + Xn2 Pn < b12 V1 + b22 V2 + *. + b 2 (I a) 

0Xlm Pl + a2m P2 + *** + XnmPn < blm v1 + b2m V2- ** + - blm Vi 

P1,P2, - Pn > (12) 

Har ar fortfarande di och vk givna. I ord sager detta program att de 

givna mangderna av varor skall tilldelas non-negativa priser sa att 

sammanlagda vardet av dem blir sa stort som mojligt utan att nagon 
process lamnar overskott. 

Antag nu att 1m, i,... .m ger en optimal losning till program I. En- 

ligt punkt 2 sidan 90 existerar det da en optimal losning till det duala 

programmet. Antag att den intraffar for vardena P, P2 ... pn. Enligt 
punkt 4 galler 

(bll v1 + b2l vu + .*+ bll v) $1 
+ (bl2 V + b22 2 + * + br2 vl) .2 

+ (blm v + b2m 2+ .* + bim v) m = d pi + d2p+ *+ f dn pn (17) 

Vidare giiller sidovillkoren till bada programmen 
aX lil + O1a2 2 +-- - + ailm m -> di 

21 AI + a22t A2 + *- - + a2m Am > d2 
(9a') 

Onl1 l+an2 A2 + ' + canm m> dn 

axi pl+ a21p2 + + x+nl pn blul v + b2 12 *-' + bll v 

a 2pl + a22p2 + - + a n2,pn < b ?l vl + b22 v2 + --. + b12 (a') 

acm il + O2m P2+ ** + Xnm pn < blm v1 + b2m U2+ -3'' + bjmi V 
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Multiplicera raderna i (9a') successivt med P, P2 ... pn, addera de n 

olikheterna, skriv om vanstra sidan samt kombinera det erhallna ut- 

trycket med (17) 

(cll pl + 4-21 p2 + - + Xanl pin)A> (bll v1 + b21 2 + *-* + blI)l (18) 

+ (aC12 P1 +C a22 P2 + * + On2 Pn) )2 + (b12 1 + b222 4+ - + b12 Vl) h2 
* . . . . . . ... . . . . . . . ... . . . . ... . . 

+ (Clm P1 + 02m p2 + '* + anm pn) Am + (blm l + b2m V2 + * b + bm vl) )m 

Jamfor detta uttryck med (lla'). For ait bade (18) och (lla') skall 

galla maste antingen likhetstecken galla i varje rad i (lla') eller 

maste motsvarande ,s i (18) vara noll. Om saledes kostnaderna for 

framstallning av en given slutprodukt minimeras och motsvarande 

duala program har optimal losning, sa ar intikter lika med kost- 

nader f6r varje anvind process. 

Multiplicera nu raderna i (lla') successivt med 1A, . ... A, addera 
de m olikheterna, skriv om vanstra sidan samt kombinera med (17) 

(aO111 + OC122 + ***+almAm) p1 

+ (a21l 22+ a *2 i + + a2m m) p2 
* . . . . . ... . . . . . . 

+(anli + an22, + - +a,nmAm)pn<dlpl+d2p2+ -- +dnpn (19) 

Jamfor detta uttryck med (9a'). For att bade (19) och (9a') skall 

galla maste antingen likhetstecken galla i varje rad i (9a') eller maste 
motsvarande p, i (19) vara noll. Detta kan i termer som ansluter till 

jamviktssystemet uttryckas sa: Om kostnaderna f6r framstallning av 
en given mangd varor minimeras och motsvarande duala program 
har optimal losning, sa ar utbud lika med efterfragan f6r varje icke- 
fri vara. Darvid har utbud antagits vara lika med framstallning. 

Vi har nu visat att nodvandiga villkor f6r att kostnadsminimerings- 
programmet och dess duala program skall ha optimala losningar ir 
att utbud, i betydelsen framstallning, ar lika med efterfragan f6r varje 
icke-fri vara och att intakter ar lika med kostnader for varje anvand 

process. Vi skall nu undersoka om dessa villkor ocksa ar tillrackliga. 
Detta sker i tva etapper. Forst diskuteras ett speciellt fall och darefter 

gors erforderliga modifikationer i detta. Antag att A, A2, ... Am och P, 
P2 ... pn air non-negativa varden pa variablerna som satisfierar sido- 

villkoren till de bada programmen med likhetstecken overallt sa att 
vi har 
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ocll1Al +OCl12 2 + + L%m Am =d, 

a221l + M22 a2 + + (2mdm (9') 
(91) 

OnnI ) + (Xn2 a2 + + +Omn'm =dn 

Xll P + 0C21 P2 + + ==bllv1v +b21v2 + +bllvl 
CX12 P1 + OC22 P2 + ?OXn2 Pf =b12 V1 +b22v2 + '' + b(11') 

cim P1 + O(Xm P2 + + OXnmynn= bim v1 + b2m V2 + mV2 + bim v1 

Genom successiv multiplicering av raderna i (9') med 1 1, A... n 

och raderna i (11') med 'iv ~ ... ,m addering av ekvationerna i de 

tvoa systemen var for sig sait sammanstailning av de tvi erhMalna 

uttrycken far man 

(bil vi + b2lV2 + "'+ bil vi) Xl 
+ (b12 Vl + b22V2+ .+ b12V1) 2 

+ (bim, i+ b2m V2 + + bim VI) m = dl Pl + d2p2+ 
- +dn in (17) 

Viinstra sidan ar malfunktionen i program I, hogra sidan ar mal- 
funktionen i det duala programmet. For de givna variabelvardena 

kommer sMaedes de bada m'afunktionerna att vara lika. Av punkt 3 

pa sidan 90 foijer att delta varde iir optimalt och att de givna viir- 
dena pa variablerna air optimala losningar till programmen. 

Antag fu att for en process, vilken som heist, intakter iir mindre 
an kostnader och att processen ej anviindes, sait att f6r ovriga pro- 
cesser galler att intakter ar lika med kostnader och fdr alla varor 

produktion ar lika med efterfrAgan. Formellt uttryckes detta genom 
att olikhet (<) galler i en rad i (11 a) och att motsvarande ~, ar noll 
sait att likhet rader overailt eljest i sidovillkoren. Genom den succes- 
siva multiplikationen av raderna i ( 1 a) med ,i,, 4 ... X kommer 

just den rad som innehhller olikheten att multipliceras med noll, och 
darmed forsvinner effekten av olikheten sa att man ph nytt erhaller 
likheten (17) som implicerar optimala losningar. Precis motsvarande 

galler for fria varor och for kombinationer av fria varor och ej an- 
vanda processer. Darmed air visat alt de tidigare som nodvandiga 
angivna villkoren ocks' a r tillriickliga. Vi kan alltsa skriva: 

Tillrackliga och nodviindiga vilikor for att kostnadsminimerings- 
programmet och dess duala program skall ha optimala 16sningar 
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ar att utbud (framstiillning) ar lika med efterfragan for varje icke- 
fri vara och att intakter iir lika med kostnader for varje anvand 

process. 

I det hittills diskuterade optimeringsprogrammet gallde det att fram- 
stalla en given slutprodukt till minsta mojliga kostnad. Vi tinker oss 
nu i stiillet ett fall dar en viss mangd primarfaktorer air givna och 
dar problemet ar att utnyttja dessa pa bista satt. Kriteriet hairpa an- 

tages vara vardet av den slutprodukt som framstilles. Detta kan med 

hjalp av termerna i det generella jimviktssystemet formuleras som 
ett lineart optimeringsprogram av foljande utseende 

P1 YI + p2y + + pnyn =max (20) 

aXll 1 + al12 A2+ * - - + aXlm Am = Yl 

21l 21+ 222 *- + +2m Am =Y2 (7) 

Oanl Al + aXn2 A2+ * + anm Am = Yn 

bi Ali+ bi2 A2 + + blm Am < rl 

b2l1Ai1+b22 A2+ ** +b2mAm?<r2 
(10a) 

bl Ali + bl2 A2 + + bm Am < ri 

Ai, A2l, Am > 0 (14) 

Y1, Y2, Yn > 0 (21) 
Givna ar p, och rk. 

Har uppstar problemet att malfunktionen (20) ar uttryckt i vari- 
ablerna y, medan sidovillkoren air uttryckta i variablerna Aj. Genom 

(7) finns emellertid en relation mellan y, och A, som kan anvandas 
till att uttrycka y, i A,. Daremot kan den inte utan vidare anvindas 
till att uttrycka A, i y,, eftersom en viss slutprodukt i allmanhet mot- 
svaras av mer an en aktivitetsniva, system (7) har i allmanhet ingen 
entydig losning. Vi formulerar darfor programmet i variablerna Al pa 
foljande saitt och kallar det program II. 

(aml P + O21 P2 + + ** nlpn) A 

+ (ai2pl + op22P + + *- .n2Pn) 2 

+ (aim pi + a2m P2 + + anm Pn) m = max (22) 
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bllAil + b122 +2+' +blm Am < r 

b21Al+ 2+ b2 2 + + b2mm<r2 (Oa) 

bli A + b2A 2 +- + bim LAm rl 

Al, A2,- '"0m 0 (14) 

Denna formulering ar dock inte ekvivalent med den tidigare och inte 
anvindbar f6r ett maximeringsforfarande fran utgangspunkter som 
motsvarar forutsittningarna for det generella jamviktssystemet. Den 
tar namligen inte hinsyn till det tekniska beroendet mellan utnytt- 
jandet av olika processer. Varje losning som ar mojlig i den forra 

formuleringen ar ocksa mojlig i den senare men omviindningen galler 
inte. 

For att fa overensstammelse med forutsattningarna i jamviktssys- 
temet maste man fordra att de enda tillskott som tillf6res systemet 
utifran ar de med rk angivna primarfaktorerna. All forbrukning av 
varor som kan vara foremal for produktion inom systemet maste 
alltsa ocksa framstallas inom systemet under samma period som maxi- 

meringen avser och ej tagas fran lager eller dylikt. Problemet far sin 

motsvarighet i det duala programmet som senare skall formuleras. 
Dar ar problemet att tilldela primarfaktorerna non-negativa priser sa 
att sammanlagda vardet av dem blir sa litet som mojligt under forut- 

sattning att for varje process kostnaderna ej ar mindre an intakterna. 
Om man tillater andra bidrag utifran till systemet an de med rk be- 
tecknade primiirfaktorerna, t. ex. fran lager av varor som regelmassigt 
tillverkas inom systemet, sa maste dessa betraktas som en form av 
primarfaktorer vilka i det duala programmet ocksa skall tilldelas priser. 

Formellt kan dessa svarigheter losas genom att till programmet foga 
n st. sidovillkor som sager att slutprodukterna (uttryckta i A,) skall 
vara non-negativa och i det duala programmet infora n st. nya vari- 
abler. Detta skulle gora uttrvcken mera svarhanterliga, och da det 
inte ar nodvandigt for de speciella problem vi vill belysa har, nam- 
ligen forhallandet mellan optimallagen och jamviktslagen, avstar vi 
darifran. Vi gor i stallet den forutsattningen, att primarfaktorerna rk 
ar de enda bidrag systemet mottar utifran och samtidigt de enda 
faktorer som kan tilldelas priser i det duala programmet. Denna forut- 
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siittning galler under hela den foljande diskussionen av program II 
och dess duala program. 

Vi bildar nu det duala programmet till program II och later fak- 

torspriserna vk vara nya variabler. Som sidovillkor upptrader da pa 
nytt en modifierad form av system (11). 

r1 vl + r2 v2 " '* r- v, = min (23) 

bllv + b21 2 +- + bll vl > oclpl + 021P2 +' + onl pn 

b12vl +b22 a2 +..+b12vl 12 +-x22 p2 +' + nl2Pn (Ila) 

blm l +b2m 2 + *** + bl,m > alm Pl + 2mP2 + '*** +nmPn 

Vl, V2, Vl > O (24) 

Fortfarande ar p, och rk givna. Som redan namnts siger detta pro- 
gram att primarfaktorerna skall tilldelas non-negativa priser sa att 

sammanlagda vardet av dem blir sa litet som mojligt under forut- 

sattning att for varje process kostnaderna ej ar mindre an intikterna. 
Vi kan nu genomfora en diskussion av detta program som iir helt 

analog med diskussionen av program I. Antag att ) , 2 ... m utgor 
en optimal losning till program II. Enligt punkt 2 sidan 90 existerar det 
da en optimal losning till det duala programmet. Antag att den in- 
traffar for vardena v1, 2, ... v,. Enligt punkt 4 sidan 90 galler da 

(oll pI + 021P2 + +. anl Pn) 1 

+ (az12p + X22P2 +"- + an2pn) )2 

+ (XlmPl 2m2+ P2m mp +n) + m p) m = r l + r2 2 -.. +rl (25) 

Vidare galler sidovillkoren for bada programmen 

bll li + bl2 A2 + ... + bim m < rl 

b2l i- + b22 ~2 + '" + b2mm < r2 (la') 

b2l Al + b12 2. +* + bm m ;a < r 

b1l l + b21 2 + " + b 1i > ocnip + X21P2 + +- OnlPn 

b12 V + b22 2 + ** + bz2 , > otC12P +O 22P2 + * +an2pn (a) 

blm l+ b2m2 + ' + bim Vi > almP + a2mp2+ ..- +nm Pn 
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Multiplicera raderna i (10a') successivt med iy 
- 

... i5l, addera de 

I olikheterna, skriv om viinstra sidan sait kombinera det erhallna 

uttrycket med (25) 

(bl iF1 +b212+ ?b 1 bilTl)~ (cll pl +oc 21 P2 + + CXnl P.) 

? (b12 V1 + b22152 + -+ b12jl) h2 + (12 PI +0C22P2 + + CXn2Pn)22 (26) 

+ (b1m915 + b2mi92 + + bim015) *2m +(lmP+OC2m P2 + - + OnmPn)) IL 

Jiimfor detta uttryck med (lla"). Om bade (26) och (Ila") skall 

gdilla, sa maste antingen likhetstecken gilla i varje rad i (1 la") eller 

maste motsvarande ), i (26) vara noll. Med andra ord: Om maxi- 

meringsprogrammet och dess duala program lar optimala losningar, 
sa ir intiikter lika med kostnader ftir varje process som anviindes. 

Multiplicera nu raderna i (11 a") successivt med ,~ 4 X...- 4 addera 
de m olikheterna, skriv om viinstra sidan sait kombinera det erhallna 

uttrycket med (25) 

(bil ;I + b1;2 + ?+ b+imXm) 11 

+ (b2l ;1X+ b22 2 + + b2m )f2m) 

+ (biiXi?bi ; i 2 2 + bim Xm) 01 ?r1ir1+r2152+ "' ++riU (27) 

Jamfor detta uttryck med (10a'). Fdr att bade (27) och (10a') skall 

galla maste antingen likhetstecken rada i varje rad i (1Oa') eller maste 
motsvarande 1k i (27) vara noll. Om saledes maximeringsprogrammet 
och dess duala program lar optimala l6sningar, sa utnyttjas varje 
icke-fri primiirfaktor fullstindigt. Eller i termer som mer direkt an- 
sluter till jiimviktssystemet: Om maximeringsprogrammet och dess 
duala program lar optimala l6sningar, sA a r utbud lika med efter- 

fragan fdr varje icke-fri primiirfaktor. 
Dirmed iir visat att nodvandiga vilikor for att produktmaximerings- 

programmet och dess duala program skall ha optimala losningar ar 
att varje icke-fri primiirfaktor utnyttjas fulit och att intaikter iir lika 
med kostnader for varje anvand process. Aterstor att visa att dessa 
vilikor ocksA a r tillrackliga. Detta sker liksom for program I i tva 

etapper. Antag att 4 4 ... i, och 0, u2' ... air non-negativa viirden 

pa variablerna som satisfierar sidovilikoren till de bada programmen 
med likhetstecken overailt sa att vi har 
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bill,E + b12 12 3- +- - +bi mm = ri 

b21Z+ b22h2+ ' 
? +b2m L mr2 (10') 

bil , + b1i2h2+ "' + blm) =mrl 

bl1f ? b2l'92 ?- .. + blif = ll PI ? b21P2 +"+CXnlPn 

b12i1 +b22i!2 +.?. +b1201 ="12Pl +0C22P2 +? +Cn2Pn (11") 

b1mfI+b2m 2+ -2 +bm+blm 1mP1+0C2mP2+ ? +MnmPn 

Genom successiv multiplicering av raderna i (10') med 6, i2, I... och 
raderna i (11") med - - ... , addering av ekvationerna i de tvt 

systemen var for sig, sait sammanstailning av de tva erhallna ut- 

trycken fAr man 

(oxilpi + a+2lP2 + + nl Pn) 

+ (CXi2P1 + OC22 P2 + +OCX2Pn) f2 

? (o(Xm pi + (X2mp2+ ? +COnmpn)!m =rl iii+r2i2 ? " +rii (25) 

Viinstra sidan ar malfunktionen i program II, li6gra sidan air mal- 
funktionen i det duala programmet. F6r de givna vardena pa vari- 
ablerna kommer alltsa de bada mAlfunktionerna att vara lika. Av 

punkt 3 pa sidan 90 foijer att detta viirde iir optimalt och att de givna 
vandena pa variablerna air optimala lbsningar till programmen. 

Antag fu t. ex. att den tillgaingliga mangden av en primiirfaktor, 
vilken som heist, iir storre an den miingd som efterfragas i produk- 
tionen och att dess pris hir noll, medan i ovrigt samma villkor som 

tidigane galler. Detta uttryckes formellt genom att olikhet (<) giiller 
i en rad i (10a) och alt motsvarande i3k ar noll sait att likhet nader 
overailt eljest i sidovilikoren (10a) och (1la). Genom den successiva 

multiplikationen av naderna i (1 a) med Vi5, 2 ... i5 kommen just den 

nad som inneh'aller olikheten alt multipliceras med noll, varigenom 
effekten av olikheten fnrsvinnen sa alt man pa nytt enrhaller likheten 

(25) vilken implicerar optimala losningar. Precis motsvanande giiler 
f6r processer som ej anviindes och for kombinationen av fria primiir- 
faktorer och ej anvanda processer. Darmed- r det visat alt de tidi- 

gane som nodvandiga angivna villkoren ocksa ar tillriickliga, ocl vi 
kan skriva: 
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Tillrackliga och n6dvaindiga villkor for att produktmaximerings- 
programmet och dess duala program skall ha optimala losningar 
ar att varje icke-fri primirfaktor utnyttjas fullstindigt och att in- 
tikter ar lika med kostnader for varje anvand process. 

Diskussionen bar f6rts i tva etapper med anknytning till tva lineiira 

optimeringsprogram, f6r vilka villkoren for optimala losningar har 
unders6kts. Dessa villkor har uttryckts i former som motsvarar uttrycks- 
satten inom jamviktssystemen. Man kan saga att en ansats diirigenom 
gjorts till jamviktsteoretisk tolkning av optimalvillkoren. 

Gar man nu tillbaka till det generella jamviktssystemet och betraktar 

(9), (10) och (11), sa finner man att jamvikt innebar att tillrickliga 
villkor f6r optimala losningar till bada optimeringsprogrammen och 
deras duala program ar uppfyllda. Jamvikt implicerar optimala los- 

ningar. Daremot ar, sasom framgatt, jamvikt i meningen att (9), (10) 
och (11) uppfylles med likhetstecken 6verallt inte nagot nodvandigt 
villkor for optimala losningar. Optimala losningar implicerar inte jam- 
vikt i denna >stranga>> mening, men de implicerar ett lage som kan 
betecknas som en modifierad form av jamvikt. Modifikationerna ar tre. 
Tva av dem galler varor respektive primarfaktorer for vilka vid jamvikt 
utbudet ar st6rre an efterfragan och vilka da har priset noll. Den tredje 
modifikationen galler produktionsprocesser for vilka vid jamvikt intak- 
ter ar mindre an kostnader och vilka da ej anvandes. 

Man kan da fraga sig om en sadan tolkning av optimeringsprogram- 
men i jamviktsteoretiska termer ar rimlig. Vad som intresserar i detta 

sammanhang ar huruvida de av tolkningen foranledda andringarna ar 

forenliga med den teori som formuleras i jamviktssystemet. Vid diskus- 
sionen harav utgar vi ifran att den vasentliga egenskapen hos ett jam- 
viktslage ar att det inte rymmer nagra tendenser till forandring. 

Det ar har lampligt att b6rja med program II, eftersom motsvarande 

jamviktssituation tycks ha diskuterats mera ingaende i litteraturen. I 
detta program himtades sidovillkoren (10 a) fran jamviktssystemet. De 
iir system (10) med likheterna andrade till olikheter. Diskussionen av 
programmet och dess duala program visade att vid varje optimal losning 
ar priset pa en primarfaktor noll om den ej utnyttjats fullstandigt. I 

jamviktssystemets termer innebar detta att efterfragan ar mindre an 
utbudet. Om antalet processer ar mindre an antalet primarfaktorer, sa 
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ar det sannolikt att utbud inte ar lika med efterfragan pa varje faktor. 
Men aven om man forutsatter att antalet processer ar minst lika stort 
som antalet faktorer, sa ar det inte sakert att likhet kan rada overallt. 
Inom jiimviktssystemet skall namligen variablerna Aj tillfredsstalla inte 
bara (10) utan aven (11), dvs. de radande aktivitetsnivaerna skall ge 

jamvikt inte bara pa faktorsmarknaden utan iiven pa varumarknaden, 
och det ar inte sakert att det finns aktivitetsnivaer som uppfyller bada 
dessa villkor samtidigt. Om nu i ett visst lage utbudet ar mindre an 

efterfragan for nagon primirfaktor, sa kommer priset pa den att stiga 
med st6rre utbud och mindre efterfragan som foljd. Det finns ingen 
principiell grins for en sadan prisstegring, och darfor kan alltid utbudet 

pressas upp och efterfragan pressas ned tills de blir lika. Vid jamvikt 
kan saledes utbudet ej vara mindre an efterfragan. Om a andra sidan 
utbudet ar st6rre an efterfragan, sa kommer priset att sjunka, varvid 
utbudet minskar och efterfragan okar. Men om man, som rimligt ar, 
inte tillater negativa priser, sa finns det en grins for prissankningen, 
och man kan darfor uppna ett lage dar utbudet ar storre in efterfragan 
for nagon faktor och dar nagra tendenser till forandring ej forekommer. 

Ifragavarande faktor ar inte knapp och har priset noll. Det gar inte 
att undvika en sadan situation genom att fran borjan endast medtaga 
knappa faktorer i systemet, eftersom fragan om en faktor ar knapp 
eller ej endast kan avg6ras inom systemet.1 

Motsvarande synpunkter kan anforas betraffande program I. Dar 

utg6res sidovillkoren (11 a) av system (11) i jimviktssystemet med lik- 
heterna andrade till olikheter. Vid optimal losning f6r programmet och 
dess duala program ar priset pa en vara noll om produktionen av den 
ar st6rre an efterfragan. For jamviktssystemet galler att om efterfragan 
ar st6rre an utbudet sa stiger priset, och prisstegringen fortsatter tills 

efterfragan och utbud ar lika. Efterfragan kan alltsa vid jamvikt inte 
vara st6rre an utbud. Om a andra sidan efterfragan ar mindre an ut- 
budet, sa sjunker priset med stigande efterfragan och sjunkande utbud 
som resultat. Sittes den nedre prisgransen vid noll, kan emellertid ett 
lage uppsta dar utbud ar storre an efterfragan utan att laget rymmer 

1 Jfr Dorfman, Samuelson and Solow a. a. sid. 358 o. ff. Dessa forhAllanden pApeka- 
des tidigt av Zeuthen. Se Frederik Zeuthen, Den 0konomiske Fordeling, Kjobenhavn 
1928, sid. 23-24. Jfr ocksa artiklar under trettiotalet av von Stackelberg, Wald, Neis- 
ser o. a. 
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nagon tendens till forandring. Den omstandigheten att det har galler 
varor som produceras inom systemet, medan det i program II gallde 
primarfaktorer vilka till sin totala tillgang ar givna, forandrar inte situa- 
tionen. Man kan namligen inte utesluta mojligheten att tva eller flera 
varor ar tekniskt sa sammankopplade i produktionen att det inte ar 

mojligt att framstalla en av dem utan att ocksa framstilla de ovriga, 
oavsett om det finns efterfragan pa dem eller ej. 

Den tredje modifikationen avser produktionsprocesserna och kom 
in via de duala programmen. Sidovillkoren i dessa sager att intakter 

ej kan vara stbrre in kostnader f6r varje process men val mindre. For 
ett optimallage galler vidare att intikter ar lika med kostnader for varje 
anvind process. Om saledes for nagon process intakter ar mindre an 

kostnader, sa anvandes den inte i ett optimallage. Detta jimfores med 
vad som foljer av antagandet om fri konkurrens. Dar galler ju att foretag 
som gar med f6rlust lamnar marknaden, och att produktionsverksam- 
het som lamnar vinst drar till sig nya f6retag, varigenom nya konstella- 
tioner mellan utbud, efterfragan och pris uppstar. I ett jamviktslige kan 
det darfor inte existera nagon produktionsprocess som gar med vinst. 
Om nagon sadan funnes skulle namligen den foretagare som disponerar 
over den genast intrada pa marknaden och stora laget. Daremot kan 
det naturligtvis existera produktionsprocesser som gar med forlust, blott 
att de vid jamvikt har trangts ut fran marknaden och alltsa inte utnytt- 
jas. Vilka processer detta galler kan i allmanhet inte avgoras pa forhand 
utan framkommer som resultat av losningen av systemet. Det ar med 
andra ord spelet pa marknaderna som avgbr vilka faktorer och varor 
som ar knappa och vilka processer som anvandes. Man kan darfor 

saga att samtliga tre modifikationer i det >>stringa> jamviktsbegreppet 
kan ges motiveringar som ar rimliga aven utifran jamviktsteoretiska 
synpunkter.' 

Man lagger slutligen marke till att villkoret betraffande processerna 
kan ges samma innebord for bada optimeringsprogrammen. Detta vill- 
kor upptrader i de duala programmen. Det karakteristiska for dem ar 
att priser upptrader som variabler. Priserna pa varor och primarfak- 
torer avgor i sin tur vilka processer som gar med forlust och vilka som 
gar jamnt upp. Eftersom det senare alternativet ar det basta som kan 

1 Jfr Koopmans a. a. sid. 86-88. 
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intraffa, garanterar begriinsningen till processer fir vilka intakter ir lika 
med kostnader att utnyttjandet av primarfaktorerna under radande 
produktionsteknik sa vil som mojligt anpassats till en inbordes vardering 
av varor och faktorer som aterspeglas i priserna. Anpassningen ar den 
basta i den meningen, att den slutprodukt som framkommer inte kan 
framstiillas billigare och att de primarfaktorer som anvandes inte kan 

producera mer. Aven detta illustrerar sambandet mellan jamviktsana- 
lysen och optimeringsprogrammen. Att den sirskilt tydligt framtrader 
via de duala programmen kan ju inte overraska, nar man tanker pa 
prisernas roll inom dessa och inom jimviktsanalysen. 

IV. Input-output 
Ett specialfall av ovan behandlade aktivitetsanalys intraffar om 

system 
ll Ala 12 A2 ++ ClmAm = 

OC21 Ai + o 22 + + a2m Am = Y2 (7) 

OCnl 1 + an2A2+ * * * + (Xnm Am =Yn 

har en entydig non-negativ losning. I ekonomiska termer innebir detta 
att den produktionsapparat som (7) representerar ar sadan att en given 
slutprodukt alltid kan framstillas med en, men endast en, anvandning 
av processerna. Detta specialfall far sitt sarskilda intresse genom att det 
f6rekommer inom input-output-analysen och i denna fatt en utbredd 
anvandning inom tillampad ekonomisk analys. Den vanliga konstruk- 
tionen av en input-output-modell pa grundval av en empirisk input- 
output-tabell kan uppfattas som en empirisk uppskattning av para- 
metrarna i en produktionsmodell av tidigare diskuterad typ. Denna 
produktionsmodell kan, liksom i det generella fallet, inga som ett ele- 
ment i ett jiimviktssystem eller i optimeringsprogram. 

Vi overgar nu till att diskutera input-output-analys for att narmare 
se i vilken relation denna star till de tidigare behandlade formerna av 
ekonomisk analys. Darvid utgar vi fran att input-output-modellen kon- 
strueras pa grundval av en input-output-tabell, och vi begransar diskus- 
sionen till att galla en oppen modell. 

Vi antar att det inom den studerade samhallsekonomin finns n st. 
sektorer inom vilka produktionen av n st. varor sker, en vara inom 
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varje sektor. Dessa n sekttrer betecknar vi som ett produktionssystem. 
Vi antar vidare att det finns I st. produktionsfaktorer som inte produ- 
ceras inom systemet och som kallas primarfaktorer. 

Under en viss tidsperiod registreras nu den mingd av varorna som 
anvants inom sektorerna, den mangd som levererats fran sektorerna ut 
fran systemet, och den mangd av primarfaktorerna som anvints inom 
sektorerna. Pa grundval harav uppstalls en tabell av foljande utseende 

Xfll 12... Xln Y1 X1 

n ^12* * *inn yi Xa 212 - . . ?* 2n *2 X2 

Xnl $n2. . . inn gn Xn 

Zll 12* .Z in - Z1 

.. .* *. . .. . . * 2 

Z21 Z2 ... Zin - Zl 

Strecken anger att det ar frAga om observerade varden. En rad anger 
output och en kolumn input for motsvarande sektor. Tabellen konstru- 
eras sa att foljande relationer giller 

Xf ++ x + Xin + y = Xi i= 1, 2,... n (28) 

Zkl+Zk2+ * Zkn = Zk k= 1, 2, ... I (29) 

Pa grundval hirav konstrueras en produktionsmodell med samma 

egenskaper som i tidigare behandlade fall. En av dessa ar proportionali- 
tet mellan input och output. Vi kan darfor sitta 

x ==a/X, i,j=1,2,... n (30) 

zk= b,X k= 1,2,... I j=1,2, ... n (31) 

dar a, och bk, ar konstanter som erhalles ur ovanstaende tabell enligt 

Oa,,= 4ii,j=1, 2,... n (32) 

bd-X k=1,2,.../ j=1,2,...n (33) 

System (28) och (29) kan darmed skrivas pa foljande sattl 
1 Se t. ex. Wassily W. Leontief, The Structure of American Economy, 1919-1939, 

New York 1951. 
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(l 
- all) X, - a,2X2 - .........* - ain = Y, 
- a2 X + (1 - .aa) .x -* * **-- a2n Xn == (34 

-a,x,X -a,2X2-...+(1-a,,)X,=y -an Xl -n2 nn X2n = Yn 

bllXl+bl2X2+ *--+b,nXn=zl 

b2l X1 + b22 X+ *. + b2n Xn = z, 
b . . .. .. . . . .. .(35) 

bl, X1 + bl2 X2+ .-* + bln Xn = z 

Dessa bada system ir fullstindigt analoga med (7) och (8). Vi kan 
har uppfatta sektorerna som produktionsprocesser. Hela produktions- 
systemet kan representeras med n st. vektorer av foljande utseende 

Slxj- all 

6n - a2 

A(J nj- anj j= 1, 2 ... n (36) ^ 
j=l, 2,...n (36) - bl 

-bw 

-blj 

dar 6=1 for i=j, eljest 0. Denna vektor At ar en direkt motsvarig- 
het till vektorn A(" i (6). 

Pa grund av proportionalitetsantagandet kan resultatet av en given 
aktivitetsniva for sektorn uttryckas genom multiplikation av vektorn A(') 
med en lamplig non-negativ faktor. Koefficienterna a,, och bk, har er- 
hallits genom division av talen i kolumn j inom input-output-tabellen 
med totalprodukten inom sektor j. Elementen i vektorn A" anger dar- 
for nettooutput respektive nettoinput av varor och faktorer inom sektorn 
vid total tillverkning av 1 enhet av sektorns vara. Om man darfor valjer 
vektorerna A') som enhetsnivaer for de processer som sektorerna utgor, 
sa kan olika aktivitetsnivaer uttryckas med X,, totalprodukten inom 
sektorerna, som da motsvarar Af i den tidigare modellen. 

Da processerna liksom tidigare antas vara additiva kan en viss an- 
vandning av hela systemet uttryckas genom multiplikation av varje vek- 
tor AO) med ett varde X, och efterfoljande addering, sasom sker i system 
(34) och (35). Som resultat framkommer mangden framstallda slut- 
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produkter och mangden anvinda primarfaktorer. Med dessa antagan- 
den kan alltsa system (34) och (35) anvandas som uttryck for rela- 
tionen mellan slutprodukter, aktivitetsnivaer och primarfaktorer. De 
bildar en produktionsmodell liksom tidigare system (7) och (8). Och 
liksom dessa kan de inga som element antingen i jamviktssystem eller 
i optimeringsprogram. 

Gentemot den tidigare produktionsmodellen uppvisar denna modell 
den skillnaden att antalet varor och processer ir lika och att varje pro- 
cess tillverkar endast en vara. En given vara kan da tillverkas pa endast 
ett satt, och samma galler for en samling varor. Om det darfor galler 
att tillverka en given slutprodukt, blir problemet endast huruvida den 

overhuvudtaget kan tillverkas inom systemet, medan nagot val mellan 
olika produktionssatt inte kommer ifraga. Formellt uttryckes produk- 
tionsproblemet i denna modell som ett problem att losa ett system av 
lineara ekvationer. Om en losning till system (34) existerar, sa kan X, 
uttryckas i y,, och man far direkt uppgift om vilken aktivitetsniva (total- 
produkt) inom processerna (sektorerna) som motsvarar en given slut- 

produkt. Vi antar nu att det existerar en losning till (34) som for non- 

negativa varden pa y, ger entydiga non-negativa varden pa X,1 och ut- 

trycker losningen pA f6ljande sitt 

X, =Ally, + A2 y2 + *** An, y,n 

(37) 
X2 = AZ y1 + Aa Y2 + * * . + Ann y7 

Xn=Anl Yl+An2y2+ +**Ann Yn 

Vi skall nu med hjalp av denna produktionsmodell formulera opti- 
meringsprogram motsvarande de tva tidigare. Pa grund av (37) kan 
detta i bAda fallen goras pa tvi ekvivalenta satt, antingen med Xi eller 
med yi som variabel. Uttrycken (35) och (37) ger namligen tillsammans 
en entydig relation mellan slutprodukt och primarfaktor. Man fir for 
en given primarfaktor 

Zk= bkl (Ally + Alaa + A +AlnYn) (38) 
+ bka(Aa y + An y + + A, yn) 

+ bkn (An, yl + An, y2 + * . - + Ann, n) 
1 De matematiska egenskaperna hos system av denna typ har ingAende diskuterats i 

litteraturen. Se t. ex. Y. K. Wong, Oskar Morgenster, A Study of Linear Economic 
Systems, Weltwirtschaftliches Archiv, Heft 2, 1957. 
8- 593092 Ekonomisk Tidskrift 1959 Nr 2 
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eller Zk = (bk, All + bk2Ai + + b An1) Yi (39) 

+ (bklA12 + bic A=g + +bkn AnOl)y2 

+ (bkl Ain + b,kA2n + + bkn Ann) Yn 
Termerna bk,A,t anger den mingd av en given primiirfaktor k som an- 
vindes inom sektor j for att framstiilla en enhet av vara i. Uttrycken 
inom parentes innebir att man summerar over samtliga sektorer och de 
blir da lika med den totala miingd av en given primairfaktor som an- 

viindes for framstiillning av en enhet av en given vara, eller just vad 
som avsAgs med produktionskoefficienterna c,k i det ursprungliga Wal- 

ras-systemet. Vi kan darfor siitta 

bkl Ali + bk2 A2, + ... + bkn Ani = Ck, (40) 

Den totala miingd primairfaktorer som Atgar for en given slutprodukt 
kan di skrivas 

Z1=cIIyI+C12y2+ ..+clnyn 
Z2 = C21 yI + C22 ?. + - . + C2n Yn (41) 

Eftersom de bAda optimeringsprogrammen i sista hand avser relationer 

mellan slutprodukter och primirfaktorer iir (41) ett lampligt uttryck 
for att formulera dem. 

I program I var problemet aft framstilla en given slutprodukt till 
minsta mojliga kostnad da faktorspriserna var givna. Vi formulerar 
fdrst problemet med X, som variabel 

(bl, v + b2l V2 + ? + bil vi) X, 

+ (b12VI? + b22 v2 + .+ bb2VI) X2 

+ (bln VI + b2n 2 + - - + bl,nvI)X.= min (42) 

(1 ~~~~- all) X, - a12 X2 ......... a,alnX >dl 

-a21XI+(1-a2)X2- ...... 2 X !d (43) 

- anlxl - an2 X2- .. + (1 - ann) Xn 2 dn 

XI, X2,, 
- 

X2>0 (44) 

Denna formulering motsvarar fullstiindigt formuleringen av samma 
program pi sidan 90. Enda skillnaden iir aft vissa termer liar hiim- 
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tats frAn input-output-modellen. Med utgAngspunkt i delta program 
kan man nu bilda det duala programmet och fortsaitta diskussionen 

pa samma siitt som i det tidigare avsnittet. Man kommer dA fram till 

samma resultat som formulerats pa sidan 93. 

Vi utnyttjar fu mojligheten alt formulera samma program med y1 
som variabel. Det fAr da foijande utseende 

(CI Vl + C21V2 + ? + CilV1) y1 

? (c2VI? + C22V2 + ?+ ?C12VI) Y2 

? (ClnVI + C2n V2 + + Cin VI) Yn= min (45) 

1 YI + 0 92 + ? + 0 Yn di 
Oy1?1y2+...?OYn d2 (46) 

YI, Y2, . Yn O (47) 

Givna iir fortfarande d, och vk. 

Det duala programmet med p, som fy variabel blir nu 

dlpl + d2p2 + - ? - + dnpn = max (48) 

l PI +O0 P2+ ? +OPn < Cll uVI + C21V2 ++Ciil VI 

OpI?1p+... +0pn C12 Vl? C22UV2? +C12VI (49) 

OP? + O P2 + + Ipn:? Cln VI + C2n V2 + + Cin VI 

PI, P2, * -Pn ? 0 (50) 

Givna iir alltjiimt d1 och Vk. 

Hir framgAr kiart i vilken ringa grad man i delta fall kan tala 

om elt optimeringsproblem. Av (46) framgAr direkt alt en viss efter- 

frAgad produktmiingd framstalles till minsta mojliga kostnad da exakt 

de efterfrAgade maingderna framstailles. Eftersom de olika produkt- 

mangderna liar kan varieras oberoende av varandra air delta alntid 

mojligt och dartill endast pA ett salt. Det duala programmet blir lika 

enkelt. Dar kan pi alRtid viiljas sa, alt priset pA varje vara air lika 
med kostnaden for dess framstiillning. Eftersom varje vara framstalles 
i endast en process och ingen process framstiiller mer iin en vara, air 
delta ekvivalent med att intiikter ar lika med kostnader for varje pro- 
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cess. Detta garanterar, enligt vad som tidigare visats, att den slutpro- 
dukt som framkommer inte kan produceras billigare. Via optimerings- 

programmet kommer man alltsa, sasom var att vanta, pa nytt fram 

till vad som sades pa sidan 105, namligen att problemet att framstilla 

en given slutprodukt i denna modell uttryckes som ett problem att 
losa ett system av lineara ekvationer. 

Sidovillkoren (49) motsvaras av system (4) i Walras-systemet. Skill- 

naden mellan dem ar att ekvationerna andrats till olikheter. Daremot 

har sidovillkoren (46) ingen explicit motsvarighet i Walras-systemet. 
Dar forutsattes emellertid att efterfragan och utbud ar lika f6r varje 
vara, och detta kan uttryckas genom 

y, =d 

y2= d2 (51) (51) 

y, - d, 

Det har just framgatt i vilken relation detta uttryck star till kostnads- 
minimum. System (4) och (51) garanterar tillsammans kostnadsmi- 

nimum och varje kostnadsminimum ar konsistent med tva system (4) 
och (51) med lampliga viirden pa parametrarna. I och med anvand- 

ningen av input-output-modellen har vi saledes kommit tillbaka till 
det ursprungliga systemet. 

Vi avergar nu till program II for att se hur detta kan formuleras 
med hjalp av input-output-modellen. Problemet ar dir att med givna 

varupriser framstalla st6rsta mojliga slutprodukt utan att overskrida 

givna resurser. F6rst uppstilles programmet i en form som motsvarar 
den som utgjorde utgangspunkt for diskussionen av program II i f6re- 

gaende avsnitt. 

piyi +p2y2 + ... +pn yn = max (52) 

(1 - -2 Xa XI - - . - . - al Xn = Y 
- a2l X1+ (1-a22) X2 -* .... - a2n Xn = (34) 
* . * . . . . . . * * . . . . . . . . . * .. * 

-anl X1 -an2 X2- ... *-(1 -ann)Xn = Yn 

bll XI + bi2 X2 + + bln X, < rl 

b21 Xl + b22X2+ + b2nXn<r2 (53) 

hll X +- b12X2+ +-. + bn Xn <r1 
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X, X2, X..Xn > (44) 

yi, Y2, 'yn > 0 (54) 

Givna ar pi och rk. 

Detta motsvarar formuleringen pa sidan 94. Diskussionen f6rdes 
dar vidare genom att variabeln y, utbyttes mot yA, vilket hair skulle 
motsvaras av ett utbyte av yt mot Xt med hjalp av (34). Diskussionen 
kan sedan fortsattas efter samma linjer som i det tidigare fallet, var- 
vid man ater stoter pa den svarighet som sammanhangde med att 
aktivitetsnivan i en given process i allmanhet inte kan varieras obe- 
roende av aktivitetsnivaerna inom ovriga processer. I detta fallet star 
en annan och battre mojlighet oppen, namligen att med hjalp av (37) 
uttrycka X, i yi och formulera programmet i variabeln y,. Det far da 

f6ljande utseende 

p yi +p2 y2 + ** + pnyn=max (52) 

Cl l -y+ C12 Y2 + ' + Cln Yn -< r 

C21 y + cl y + C222 + + C2n n 2 (55) 
. . . . . . . . . . . . . . . 

Clyl l + C2 y2 + + cln Yn < rl 

i, Y2,..Yn > o (54) 

Givna ar som tidigare pi och rk. 
Det duala programmet far foljande utseende 

rlv + r2v2+ *** + rI v = min (56) 

Cn ll+C21V2+ . + cll ?I>pl 

C12 VI + C22 V2 + * * * + C12 VI >P2 (57) 

Cl, nl + C2n v2 + ** + cln vl> pn 

vl, v2,v .v>0 (58) 

Alltjamt ar p, och rk givna. 
Det ar latt att som tidigare visa att likhetstecken i (55) for alla 

icke-fria faktorer och i (57) for alla anvanda processer (vilket hiar 
blir detsamma som alla framstallda varor) ar bade tillrackligt och 

nodvandigt for optimala losningar till programmen. Det ar emellertid 
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on6digt att ga igenom denna procedur pa nytt, eftersom hir fbreligger 
ett specialfall av tidigare behandlade fall. 

Jimfor vi dessa program med Walras-systemet finner vi alt (55) 
overensstiimmer med (3) och (57) med (4) med endast de skilina- 
derna alt ekvationerna i b'ada fallen iindrats till olikheter och alt d, 
i (3) ersatts med yi. Den f6rra skillnaden iir densamma som forekom 
vid den tidigare diskussionen av program IIL Den senare skillnaden 

hlinger samman med att vi huir lar riiknat med utbud av varor, 
medan i Walras-systemet forutsaltes att utbudet uir lika med efter- 

fragan och efterfragan di anviindes i system (3). Vid diskussionen av 

program I lar just framgAtt hur delta forhaller sig till kostnadsmini- 
mum. Aven f6r program II lar vi alltsa vid utnyltjandet av input- 
output-modellen kommit tillbaka till del ursprungliga systemet. 

An tydligare framgar relationen mellan input-output-modellen och 

Walras-systemet om man stMiller upp villkoren for att del skall exi- 
stera optimala l6sningar till bada de pa input-oulput-modellen grun- 
dade optimeringsprogrammen. Dessa villkor ar enligt punkt 1 pa sidan 
90 alt det finns vairden pa variablerna som satisfierar 

Yi ? d1 

Y2? d2 (46) 

y. ? d. 

cll v1? C21 v2 + ..- +ciCl VI?>pI 
C12 VIC22 +CZ2VIP2 (49, 57) 

Cin Vi + C2n V2 + C2nV2+ +C:n VzPn 

Cll Yl ? C12 y2 + .+ Cln Yn ?ri 

C2iYI+C22y2+...+C2nyn?r2 (55) 

Cll YI + C c2 Y2 + +? f C1n Yn < ri 

Yl yi,, 92, Yn0 (47) 

P1,zP2-.. Pn? (50) 
v1, V2,. .VI?0 (58) 

Dessa vilikor ar tillriickliga och naturligtvis ocksa n6idvindiga. Nu 

giiter alt for varje optimal losning till program I kan (46) och (49) 
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uppfyllas med likhetstecken (f6rutsatt alt inget d, air negativt). Efter- 

som sAledes existensen av variabelv'irden som uppfyller ovanstAende 

villkor implicerar existensen av optimala losningar tirn bAda program- 
men, och varje optimal l6sning till program I kan uppnAs med lik- 

hetstecken o5verallt i (46) och (49), kan de nodvandiga vilikoren skiir- 

pas, sA alt tiilrrckliga och nodviindiga vilikor for att det skall existera 

optimala losningar ar att del finns non-negativa viirden d,, p, och Vk 

som tillfredsstiiller foijande vilikor 

Cl, dl + C12d2 + ??C1ndn, d, r, 

ee2 dl + C22d2e+ +C2nd. <,dn r2 

Cildl, + C12d2+ ': +Clndn < r ' (3a) 

cllVl+c2lv2+ .+cll vI=pl 

C22VI + Cee V2 + ''' + 2Ie U= =2 (4) 

ClnV1+C2nV2+ 3 +ClnVl'=Pn 

Betriiffande (3a) vet vi slutligen alt del for optimalviirden for program 
II uppfylles med likhetstecken for alla icke-fria faktorer. 

Ligges hiirtill system (1) och (2), som avser efterfragan pA varor 

respektive utbudet av primiirfaktorer, framgAr tydligt hur vi via input- 

output-modellen kommit tilibaka till det system frAin vilket vi startade 

med den enda skilinaden alt (3) aindrats frAn elt system av likheter till 

ett system av olikheter (och non-negativa priser lar stipulerats). Strikt 

jaimvikt i systemet, dvs. likhetstecken overallt i (3a), implicerar enligt 
del foregAende optimalvairden for bada programmen, ocl likhetstecken 
i (3a) for alla icke-fria faktorer air bAde elt tillraickligt och nodvan- 

digt virkor fir optimala 16sningar. 

V. -Sammanfattning 

UtgAngspunkten var elt walrasianskt jimviktssystem, vari bl. a. in- 

gick en samling produktionskoefficienter ck angivande relationen mel- 

lan produktion av en given vara och anvandning av var och en av 
de tillga-ngliga primiirfaktorerna. Dessa produktionskoefficienter upp- 
faltades som givna i systemet och avsAg bAde sAdan anvandning som 
sker direkt och sadan som sker indirekt via inom systemet produ- 
cerade produktionsinsatser. Betriiffande dessa produktionskoefficienter 

ill 



BENGT HOGLUND 

framh6lls tva problem. Det ena gallde produktionsinsatser som pro- 
duceras inom systemet, det andra hur koefficienterna bestammes om 
de ej uppfattas som givna. 

For att nirmare belysa dessa problem konstruerades ett generellare 
jamviktssystem, dar som nytt element ingick en samling produktions- 
processer. For varje process angavs produktion och anvandning av 

varje sarskild vara och faktor vid en vald produktionsniva. Genom 
att specificera input och output for tillgangliga produktionsprocesser 
tas hansyn till problemet om producerade produktionsinsatser. Sam- 

tidigt erh6lls specifika uttryck for jamvikt pa bade varumarknaden 
och faktorsmarknaden. Genom att tillata att en given vara framstalls 
i mer an en process uppstar mojligheten till val mellan olika fram- 

stiillningssatt, och systemet ger darfor i allmanhet ingen konstant rela- 
tion mellan slutprodukt och faktorsinsats. Varje produktionsprogram 
medfor en valsituation. 

Med utgangspunkt i detta generellare jamviktssystem uppstalldes 
tva lineiira optimeringsprogram, varav det ena avsag kostnadsmini- 

mering och det andra produktmaximering. Till vart och ett av dessa 

uppstalldes det duala programmet. Harefter undersoktes vissa villkor 
for optimala losningar i programmen och dessa villkor tolkades i jam- 
viktssystemets termer. Det framgick att optimallagen och jamvikts- 
lagen ar intimt forknippade med varandra. 

I optimeringsprogrammen sker ett val av aktivitetsnivaer for till- 
gangliga produktionsprocesser. Aktivitetsnivaerna bestammer i sin tur 
a ena sidan den mangd slutprodukter som framstalles, a andra sidan 
den mangd primiirfaktorer som anvandes. Genom optimering, vare 
sig denna sker genom ett direkt programmeringsf6rfarande eller via 
marknaden, loses da det andra problemet som framholls i samband 
med det ursprungliga jamviktssystemet, namligen hur relationen mellan 
produktion av en given varumangd och anvandning av primarfaktorer 
bestammes da produktionskoefficienterna ck inte uppfattas som givna 
i systemet. Det ar darvid narmast minimering som blir aktuell. Detta 
ansluter sig till den anvisning for utvidgning av det ursprungliga jim- 
viktssystemet som lamnas av Walras, blott att kostnadsminimeringen 
har relaterar till hela slutprodukten och ej lamnar nagot explicit ut- 
tryck for de enskilda produktionskoefficienterna. 
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Utifran en input-output-tabell konstruerades till sist en input-output- 
modell. Denna uppfattades som en produktionsmodell dar antalet 

processer ar lika med antalet varor och dar varje process tillverkar 
endast en vara. Liksom den tidigare generellare modellen tar input- 
output-modellen explicit hansyn till produktionsinsatser som ar fram- 
stallda inom systemet, och likasa galler for den att produktionsko- 
efficienterna Cki ej ar givna. Bestimningen av utnyttjade mangder av 

primarfaktorerna kan dock ske pa ett annat satt in i det generella 
fallet. Dar bestamdes de genom ett optimeringsf6rfarande. I input- 
output-modellen finns inga valmojligheter nar det galler att framstalla 
en given mangd slutprodukter och darfor inte heller nAgot minime- 

ringsproblem. PA grund harav kan produktionskoefficienterna c,k har- 
ledas ur modellen genom losning av ett system av ekvationer, och nar 
dessa koefficienter ar funna ger de tillsammans med faktorspriserna 
direkt kostnaden f6r framstiillning av en given slutprodukt. Daremot 
kvarstar det andra optimeringsproblemet, att med givna resurser fram- 
stalla st6rsta mojliga slutprodukt. 

Man kan diirfor saga att input-output-modellen vad betraffar be- 

handlingen av produktionskoefficienterna, och darmed produktions- 
systemet, utgor ett mellansteg mellan det ursprungliga walrasianska 

systemet och det har konstruerade generellare systemet. I det ursprung- 
liga systemet ar koefficienterna Cki givna, nagot kostnadsminimerings- 
problem finns ej, och problemet med producerade produktionsinsatser 
antas vara lost. I input-output-modellen ar koefficienterna c,k ej givna, 
men varje vara tillverkas endast i en process och nagot minimerings- 
problem finns darfor ej. Koefficienterna c, kan da harledas ur ett 

system av ekvationer, vilket samtidigt loser problemet med produce- 
rade produktionsinsatser. I det generella systemet ar koefficienterna 
Ck: ej givna. Tillverkningen av en given vara ar ej begransad till en 
enda process, varf6r en valsituation uppstar vid varje produktionspro- 
gram. Detta val g6res genom en minimering av kostnaderna. Samtidigt 
loser denna procedur problemet med producerade produktionsinsatser, 
men nagot explicit uttryck for koefficienterna ck erhalles ej. I samtliga 
tre fall foreligger ett maximeringsproblem. 
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